Picard,  Emile 

Notice  siir  les  travaxix 
scientifiques 


Presented  ta  the 
LIBRARY  oj  the 

UKIVERSITV  OF  TOROXTO 

by 

THE 
DEPARTMENT 
OF 
MATHEMATICS 


NOTICE 


TUAVALX  8(;iE>T[FïQlES 


M.  EMILE  PICARD, 


PROFESSEVR    A    LA    FACULTÉ    DES    SCIENCES, 
ME.MDRK    CORRESPONDANT    DE    LA   SOCIÉTÉ    ROYALE    DE    GCiETTINGUE. 


PARIS, 

GALTIIIER-VILLVRS  ET  FILS,  IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

D  l'     BUREAU     DES     L  0  N  l,  I  T  l'  f)  E  S  ,    DE     E  '  É  C  0  I.  E      I»  0  L  Y  T  E  C  II  M  Q  U  E  , 
Quai  des  Gr;m(l,s-Au!:iislins,  5J. 


NOTICK 


TI{A\AL\  SClEMIIMil  i:S 


M.  EMILE  PICARD, 


l'ROFESSKlR  \  I.A  FACILTK  UKS  SCIKNCES, 

mi:mbrk   courkspondwt   dk   i.  v  société    novvi.i;   de  g(»;tti.\i.iic 


'DEPARTMENT  OF^i. TU. 


PARIS, 

(iviTHii:i;-MLLvi;s  i:t  fils,  impuimeuhs-libuaiuks 

Il  I     i;  i  i;  r.  A  r    n  i:  s    i.  d  m.  i  t  r  it  i:  s.   in:    i.'i:r(ii.  r.    i' o  i,  yt  kc  ii  m  y  i  k 
Quai  des  Grands-Aujinslins,  5,'). 

18S!I 


Q^ 

7 


MSTi:  CIlIKiMiUMilUl  !■:  i)i:s  MKMUIKKS  im  iiuks. 


I .  Vpplicalioii  (If  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  l'élude  des  surfaces  cl  des 
courbes  gauches  {Annales  de  l'École  Normale  xtipérieiire.  1877). 

i.  Sur  une  classe  de  fondions  Iranscendanles  {Comptes. rendus,  1878,  iireinier 
scnieslre). 

3.  Sur  une  classe  de  surfaces  algébri(|ues  (Bnllciin  de  la  Société  philomotlniiKc. 
.8-8). 

\.  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  dillÏTCiilielles  du  second  ordre 
dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques  {Comptes  rendus.  1S7S,  second 
semestre). 

0.  Sur  les  équations  diHérentielles  du  second  ordre  (Comptes  rendus .  1878,  se- 
cond semestre). 

6.  Sur  une  classe  de  fonctions  non  nnil'ornics  (Itiilletin  de  In  Société  mailiémn- 

tiqiie,   187g). 

7.  Sur  une   propriété  des  fonctions   entières   {Comptes  rendus.    1879,   premier 

semestre). 
S.    Sur  une  application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  {Comptes  rendus, 

1S79,  second  semestre). 
!t.    Sur  certaines  équations  dilïérenlieiies   linéaires  du   second  ordre  (Comptes 

rendus.  1879,  second  semestre). 

10.  Sur  les  équations  dilTérentielles   linéaires  à  coefficients  donhlemenl   pério- 

diques {Comptes  rendus,  1880,  premier  semestre). 

11.  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  dcjublcmcni 

périodiques  {Journal  de  Crelle,  t.  90). 

1-2.  Sur  une  classe  de  courbes  gauches  (Comptes  rendus.  1880,  premier  se- 
mestre). 

13.   Sur  les  fonctions  entières  {Comptes  rendus,  1879,  secontl  semestre). 

IV.  Sur  les  fonctions  analvli(|ues  uniformes  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier 
essentiel  {Comptes  rendus.  1879,  second  semestre). 

l.ï.  Mémoire  sur  les  fonctions  entièiTS  {  t/malcs  de  rh'cole  \ormale  supérieure. 
1880). 

IG.  Sur  les  fonctions  doublement  périodi(|ues  avec  des  points  singuliers  essentiels 
{Comptes  rendus,  1879,  second  semestre). 
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17.  Sur  une  propriclé  de  certaines  fondions  analogues  aux  l'ondions  alwbriques 

(Comptes  rendus,  187g,  secorui  semeslre). 

18.  Sur  certaines  équations  Miiôairos  du   secoiui  ordre   (Comptes  rendus.  18S0, 

premier  semestre). 
I!l.    Sur   l'équation  au\  dérivées   partielles  tlu   potentiel  (Comptes  rendus.   1880, 

priMiiier  semestre). 
iO.   Sur  une  extension  aux  fonclions  de  deux  variables  du  problème  de  lliemann, 

relatif  aux  séries  hypcrgéométriques  [Comptes  rendus,  1880,  et  Annales  de 

l'Ecole  Normale  supérieure.  iSSi). 
■2\ .   Sur  une  propriété  des  fonctions  el  des  courbes  algébriques  (Comptes  rendus. 

1S80,  second  semeslre). 

22.  Sur  une  propriété  des  l'oaclioMs  uniformes  d'une  varialde  et  sur  une  classe 

d'équations  différentielles    {/lulleti/i    des  Sciences   mal/iéniati'/ues .    I.   I\  , 
1880). 

23.  Sur  une  classe  d'intégrales  abéliennes  et  sur  certaines  équations  dilïéreii- 

tielles  (Comptes  rendus.  1S81,  premier  semeslre;  deux  Notes). 
2i.  Sur  quelques  exemples  singuliers  de  réductions  d'intégrales  abéliennes  aux 
intégrales  elliptiques  (Comptes  rendus,  1881,  second  semestre). 

23.   Sur  la  décomposition  eu  facteurs  primaires  des  fonctions  uniformes  ayant 

une  ligne  de  points  singuliers  essentiels  (Comptes  /-endus,  1881.  premier 

semestre). 
215.   Sur  certaines   équations   dilTérentielles   linéaires   simultanées   aux  dérivées 

partielles  (en  commun  avec  M.  Appell:  Comptes  rendus,    1881  ,  premier 

semeslre). 
27.   Sur  la  réduction  ties  intégrales  abéliennes  (Comptes  rendus,   1881,  second 

semestre). 
2'^.    Sur  une  courbe  particulière  du  troisième  genre   et  sur  certaines  fonctions 

uniformes  de  deux  variables  indépendantes  (Comptes  rendus,   iS8i,  second 

semestre). 

29.  Sur  les  formes  des  intégrales  de  certaines  équations  dilTérentielles  linéaires 

(Comptes  rendus,  1882,  luemier  semestre). 

30.  Sur  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  |ioint  quelconque  s'ex- 

piiment  par  des  fonclions  abéliennes  de  deux  paramèli-es  (Matiiematisclie 
Annalen,  1882). 

31.  Sur  certaines  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  el  sur  un  groupe  de 

substitutions  linéaires  (Comptes  rendus,  1882,  premier  semestre). 

32.  Sur  des  fonctions  de  deux  variables  analogues  aux  fonclions  modulaires  (Acta 

mathematica,  l.  II). 

33.  Sur  un  groupe  de  substitutions  linéaires  (Comptes  rendus.    1S82,  premier 

semestre). 
3V.   Sur  l'intégration    par  les  fonctions  abéliennes    de   certaines  équations    aux 
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ilorivcos   piirlii'lles  de   |)roniior  indie  {Comptex  it/h/iis.    1S82,   prcmici'  so- 
in est  re). 
:i.'j.    Sur'  corlaiiies  roriiH'>  cni;tili;iiii|iu's  l.'iiKiires  (Cuni/ilcs  rcnttiis.  iSS»,  (irciiikT 

se  1110 sire  ). 
:tti.    Sur   k's   l'uiicliuiis  uiiil'uiiiu's  iilTecU'i's   df  l'ouiiures   {Coiufilcs  remliis.    iS!<>, 

promiiM'  semcslrc). 
:17.   Sur    une   classe   de    Ibnclioiis   uniforiuos   de    diMi\    \;iriahlcs    indépoiidanlr» 

{('ninplvs  rendus.  iSSa,  second  semeslrc). 
:îS.    Sur  une  classe  de   j^roupcs  disconliiiiis  dr  stdi-lilulicins  linéaires  (   \ri(i  nui- 

llicmalica.  I.  I). 
:î!(.    Sui'  la  réduclion  du  nombre  des  périodes  des  intégrales  ahéliennes,  en  parli- 

culier  dans   le  cas  des  courbes  du   second   fi'eiii'C  (lUdlclin  de  la  Société 

iimt/téniatii/iie.  i883). 
VO.   Sur  une  classe  de  fonctions  dedeuv  variables  indépendantes  (^Co/zf/^/t'i- /•t'//(/«.v. 

i883,  premier  semestre). 
VI.  Sur  une  propriété  concernanl  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  liées  par 

une  relation  aljrébriquc  {/iullctin  des  Sciences  malhémaliques,  i883). 

\î  Sur  les  jrroupes  de  transformations  des  é(|ualions  différentielles  linéaires 
{Comptes  rendus.  i883,  premier  semestre). 

V-\.  Mémoire  sur  les  formes  quatlratiques  binaires  indéfinies  à  indéterminées  e<in 
jugnées  (Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  iSS'i  ). 

\'v.  Sur  les  formes  (luadratifjues  ternaires  indéfinies  à  indéterminées  conjuguées 
et  sur  les  groupes  discontinus  corrosi)ondants  {Comptes  rendus.  i883,  se- 
cond semestre). 

V.ï.  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  restant  invariables  par  les 
substitutions  d'un  gr()ni)c!  discontinu  {Comptes  rendus,  i883,  second 
semestre). 

iG.  Siu-  un  théorème  de  Uicmann  relatif  aux  fondions  in  fois  périodiques  de  // 
variables  (en  commun  avec  M.  Poincaré:  Comptes  rendus.  i883,  second 
semestre). 

'i7.  Sur  la  foi-me  des  intégrales  des  é(iuati()ns  diiréientielles  du  premier  ordre 
dans  le  voisinage  de  certains  points  critii|ues  {Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matiijue,  i884). 

VS.  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  elliptiques  {/lulleti/i 
de  la  Société  mathémati'/ue.  1884). 

'1!).   Sur  les  substitutions  linéaires  {Comptes  rendus,  1884,  premier  semestre). 
.■>().    Sur  la  transformalioa  des  points  de  l'espace  situés  du  même  côté  d'un  plan 
I  Bulletin  de  la  Société  mathématique.  i8S4). 

.■jl.  Sur  les  formes  qnadrati(]ucs  ternaires  indéfinies  à  indéterminées  conjuguées 
et  sur  les  fonctions  liyperfucbsiennes  correspondantes  {.icta  mathema- 
lica.  l.  V). 

o"2.   Sur  les  fonctions  liypcrlnclisiennes  {Comptes  rendus,  18S4.  premiersemestre). 


fill.    Sur  iiiir    luiiiM'Ilc   f;i'iii'r.illMiliiiii    ili'^   rcniclnni',  iiliclicimi'N  (< 'niii/ilf^  rfiii/ii\. 

iNH'i,  lu'iMiilt'i'  >t((im>siii'  ). 
i'i\ ,   Sur   uui>   i'lnssi>   du    l'oiirildii^^   iilii'lii'iiin's   ci    sur  un    gnuiiK»    liviirrliMlisifii 

(t'iiin/ilr:^  r(>iiihi\,  iSS'i,  iirouilcr  scuu'^lrcl. 
.'IJi.   Sur  II"*  l'iu'uic-i  i|u;uli'iilli|U('M  (luiilcruiiircs  iudi'liiili's  cl   les  j;rou|ics  livjicr.ilic 

lie  us  1(11  le   |Minil.inl->  (<  'iiiii/>lrs  rrni/ii^,   iSS  j,  |ii'ciulcr  scmcslrc  t 
.'ilî     Sur   les   ci|uiiliiuis    ImenIrcM  cl    les   f;r(Ui|ics   iilnchi'iijiies    ilc    li  .iir  lui  iiiiilhni 

(  iniKlIfS  i/r  1,1  l''iii'iilt,'  itrs  Sririirrt  ,/,■  /'oiitoiinr.  I.  \). 
.'i7       Sur     les     iulCH''»''"'-     diMei  enl  irjl.'s     Inliljcs     (l'nill/ilCS     Ii-IkIiis  ,     iSS'i  ,     scciliul 

•.eiiicslrel. 
.'iS,    Siii  iiii  llieiii'i'iiie  ili'  M.   D.uIhiiis  (( 'luiiflrs  ri'iii/iis,    iSS'i,   |ireinier  scuicsli'c  ). 
.'ill,    Siii    le  i-'riiujie  lie   i'iM'l;iiucs    ci|iimIIiuis  ililTi^rciiliclles   liueiiires   (Hiil/rliii  i/ev 

.Vi(V/i('(',v  iihil/ii'iiiiiliifiirs,  iSS,')), 
•Kt,    Sur  l'Ol'IltllK's  ci|ni\lious   nn\   iliM'ivces   luirlielle,    du    pienner  ordre   [l'iiiii/>lr\ 

rfiiiliis.  iHS."i,  priMidiM'  st>iiM"slrcl. 
(Il,    Sur   les    lul(^nr«li>s   de  Kccoudc  cspi^'e   cl   sur  les   lourlKiiis  li\  |ieiiurlisieiiiic-. 

[l'diii/ilfs  /'fV((/(/,v,  |SS,^,  |>r(>mli>r  NiMUcsIrc), 
(i'i.    Sur  lt>s  l'iiueliiius  livpeiiiudislcuhos  |U'itvcunul   d(>s  séries  li\  pcrj;éoiui'lrii|Ucs 

de  ilcii\  Miiiiilile-.  i    (////c//iv  ,/,■  l'/'.'rnlr  .\i>nniilr  siiii:'rii'iiri\  |SS;\1, 
(ill,    Mémoire    sur    les    roiulious   li\  iieriilHMicnncs    (J,nini<il  i/r    Miitfn'iiititii/iifs , 

iSS,-.^, 

(H  ,    MiMlluirc  sur  les  liili^K''"'»''* ''>" 'l''l<'''''i>li'""'*'*  lolidi>s  «l|;clu'iiiiH>s  de  preuiicre 

t>!<ptNct>  (Jinirtml  itf  Unt/Khiiiitiifiifs.  iHS.'O. 
i\l\.   Sur  les   iiiiOfrnilcs   di>  sccoudc   csptV'c  (l',iiii/>lis  /(iiiliix ,    iX^'.\ ,   second  m' 

llll'-'ll  C   I. 

(>(i     Sur    le>    peiioilcs   des    iiiii'fAi'iiles  doubles    (('nni/'tr'i  rrni/iii .    iSSii,    premici 

scmcslre"!. 
(i7.    Sur  le  calcul  des  périodes  de-.  iiiicf;riiles  doiildcs  {^t'<>in/>t<'.<i  /('/((///v,  iSSii,  pre 

lllici'  scuieslieV 
(.S,    Mt^lUoll'OS    sur    li>s   iulO},(rales    di>    dilTerciiHelles    loi, de-    de   sccoudc    cspt''cc 

(,/<'«*■/»(»/ (/e>    Uilt/lr^milliiflIt'S,    iSSli"!, 

(i!t.    Sur  l;i   lrnu--roruialioii   des  siirlaccs   eu   elles  mi^uu>s  ^('o«(/>/.\  mu/us,    iSSli, 

-ccoiid  scuic-Ire  \. 
7(1.    Sur  1,1  ii,iii-^louu,iliou  des  surlacos  tM\  ollcs-im^uios  cl  sur  un  uoiulu'c  l'ouda 

uieiilal    dans    la    ihcorii»    des    surl'accs    (t'omptrs   mu/us,    iSSil,    second 

siuue.s(rc^, 
71.   Sur  une   classe   d'cipiaiious  diiïeieiiiicile--  i, ( "o/it/i/cv  ii'iu/us  .   iSSti,  s<>couil 

-eiucslrel, 
Vi     Sur  les  snrr«ct»s  adiueli.inl   une  double  mliuiie  de  Icui-roriualious   biraliou 

(n>ll<'s  {('i>iiii>tfs  /y/ii/(«.\\  iSvSi»,  second  -cuicsirei, 
7;>,  S(ir  m»  |>oi(((  tlo  l«  (hiVorio  jj't'iiioruic  des  ci|uaiioiis  ddVerciiiicllcs  (/iiill,iiii  ./<v 

.N'i'(Vww.v  H«ff//«r'»tl«f></l«r^.v,  iSS;), 
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7't .    Sur    iiiio    l'Iiissc    cr('i|ii;ilii)ij^   ilill'i  rriilirllcs    {Ccmplus  rcinliix.    1887,    |iiiMiiifi- 

M'iiicslro). 
7.'i.    Sur  le»  si'Tios  liypei";,'romt''lri<|ii<'s  i\t'.  dciis  viiiiiilili-s  (  lluttciin   ilt:  lu  Snciri, 

mnlhinuiliiiiic,    1 88-  ). 
7(i.    Sur  les  f,'r(iii|i(;s  linr-aircs  il'iinlrc-  liiii  à  tinis  vjiriiihlc^  i  liiiUi-tin  dr  lu  Smiric 

iiKillicintiliiiiir,  1887  ). 
77.   Sur  une  chisso  de  surfaces  iil^)-liri(|iics  (Jouriml  de  Crullr,  l.  100). 
7H.   'riK^orriiic  t;éncriil  sur  les  r<)iicii()ns  uiiirormos  (l'une  viiriiililc  lires  jur  nm- 

ri'lalidii  ii\\i('\)r\{\\\ii  {Avln  mnllicnifiliiri,  l.  \lj. 
7!).   Sur  hi  ((tnvcrî^cMii'C  des  séries  roprésoiilaiil  l(!s  iiilr;,'iiilcs  di's  (■•i|iiHliiii]s  dillc 

ri'iilii'llcs  {Ihillclin  des  Sciences  malhcinaliiiiies,  18HH). 
80.   Siii'  une  classe  d'étiuations  linéaires  aux  dérivées  parlielles  de  hccuinl  milic 

U'oiuplrs  rendus,   1888,  second  semestre). 
Ml  .   Sur  la  Irausi'urniation  de  Laplacc  et  les  éijualions  linéaii'es  au.\  dérivées  pai- 

liejies  du  secoufl  ordre  {Comptes  rendus,  1888,  second  s(!ni(;stre). 
Xi.    Sur  les  IVjrnies  (|uadratiqnes  Itinaircs  à  indéterniiné-es  conjuguées  cl  les  i'onc- 

lions  ruclisicnnes  (  American  Journal  uf  Muilienuilirs.  I.  \l  ). 
H.'t.    Sui'  une  pi-oposilion  fçénérale  concernant  les  é(|ualions  jincaircs  aux  déii\ée> 

parti(;lies  ((Jonii>les  rendus.  1888,  second  semestre). 
K'i .    Sur    un    lliéorènii!   rei^ilH'  ;i    l'allraclioii    {(Umijili's  reurliis,    1888,    second    sc- 

nieslre  1 . 
8."J.    Méiuoire  sui-  une  classe  d'é(|iialii)iis  aux  dérivées  partielles  du  second  nrdn' 

(Acla  mallienifilicn .  l.  \II). 
H(i.   Sur  l(!S  iuléfçrales  niniliples  relatives  à   trois  variables  complexes   (<Jniiiiiics 

rendus,  i88fj,  premier  semestre). 
S7 .    Sui' ((uelipies  CXin'CSsions  (|ii;iilni|]|(:iieiil  pi  rio(li(|iies  (('niiiiilcs  rendus.  iISSi), 

premier  semestre). 
HK.    Sur    le    nomlir<;   des    racines    coinmun(;s  à   plusi(;ui's    éi|iiations   simullari('es 

(  \oti\'elles  .in/ifiles  de  A/(tl/iéfnuli//urs,  1H81)). 
H'.t .    Mi'inoire  sur  certaincis  expressions  (juadi  Mpli'uieni  piTi(Mlii|ues  i  lluttciin  de 

la  Soeiélé  mat/iémali'/ur,  i88()). 
!(0.    Mémoire  sur  la  théorie  des  l'oiiclions  al^;él)ri(|u<'S  de  deux  varialilr^  indépen- 
dantes (couronné   par  l'Académie   des   Sciences,   k'!""'   p'ix  des  Sciences 

nialliémati(|ues  de  r888)  {.fournal  de  Malhémalitjues,  i88()). 

()inr<iij:e  il'ensci i^nentrnl. 

•II.    Cours  d'\tial.vse  ptolessi'  j  la  Faculté  ties  Sruences  de  Paris  (iSH(i-Sj),  publié 
par  rA>>ocialion  des  Iviéves  el  anciens  élèves  de  la  l'aitiillé  des  Sciences. 
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TRAVAUX  SCIE^TIII(il!KS 


M.    Emii.i:    picard 


Atin  d'iiitroduirc  quelque  ordre  dans  l'exposé  des  travaux  dont  on  va 
liif  une  lapide  analyse,  j'ai  dû  adopter  une  classification;  je  nie  suis  arrêté 
il  la  distinction  suivante  en  (jiiatre  |iarties  : 

I"   Kijnations  dillerentielles; 

2°  Etude  algébrique  et  aritliinéti(|ne(les  ti-ansforniations  et  des  groupes; 

3"  Théorie  des  fonctions; 

V  Théorie  des  surfaces  algébriques. 

L'ne  telle  classification  est  nécessairement  défectueuse  par  (|uelque  en- 
droit, et  j'ai  plus  d'une  fois  hésité  dans  le  choix  du  Chapitre  auquel  je  de- 
vais rapporter  tel  ou  tel  Mémoire.  Mais  cet  inconvénient  ne  saurait  être 
évite;  c'est  qu'en  effet  aujourd'hui,  dans  les  Sciences  mathématiques,  les 
théories  les  plus  diverses  se  |)éni'(rent  en  se  prêtant  un  mutuel  appui,  et  il 
n'est  pas  rare  de  voir  se  renconlicr  dans  une  même  étude  la  Géométrie,  le 
Calcul  intégral,  la  Théorie  des  foiiclions  et  même  la  Théorie  des  nombres. 
Celte  synthèse,  où  viennent  se  rejoindre  les  notions  en  apparence  les  |)lus 

V.  2 
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étrangères,  fait  le  grand  intérêt  de  la  Science  actuelle.  Citons,  entre  bien 
d'autres  exemples,  la  géométrie  des  courbes  algébriques  et  la  tbéorie  des 
intégrales  abéliennes,  qui  toutes  deux  s'éclairent  et  se  complètent  mutuel- 
lement. N'en  va-t-il  pas  d'ailleurs  de  même  dans  tous  les  ordres  de  re- 
cherclies? C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  voit  les  rapprocbements  entre  les 
diverses  parties  de  la  Pbysique  devenir  chaque  jour  plus  intimes.  Pour  ce 
qui  concerne  mes  recherches  personnelles,  mes  travaux  sur  les  surfaces 
algébriques  m'ont  été  du  plus  grand  secours  dans  l'étude  des  équations 
difTérenlielles,  et  j'ai  aussi  tiré  grand  parti  pour  la  tbéorie  des  fonctions  de 
certaines  propriétés  arithmétiques  des  formes  algébriques.  Je  me  permet- 
trai d'appeler  spécialement  l'attention  sur  les  théorèmes  généraux  con- 
cernant les  fonctions  uniformes  d'une  variable,  et  sur  mes  études  relatives 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes,  particulièrement  aux 
fonctions  byperfuchsiennes  et  aux  fonctions  algébriques  de  deux  variables. 
Ces  dernières  recherches,  qui  intéressent  également  la  Géométrie  et  l'Ana- 
lyse, nous  ont  montré  les  différences  profondes  et  quelquefois  inattendues 
qui  séparent  la  tbéorie  des  fonctions  d'une  variable  de  celle  de  plusieurs 
variables. 


im{i:miki{  ciivpitkk. 
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I.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  différentielles  ordinaires. 

La  tlicorie  des  équations  ilillérontiellos  a  l'ait  depuis  loni;teinps  l'objet 
(l'iiii  très  grand  nonihi'e  do  recliorclies;  on  peut  dirc(|u'il  n'est  pas,  dans  le 
domaine  des  Sciences  niathémati(ines,  de  théorie  dont  les  progrès  soient 
plus  désirables,  puisque  c'est  en  général  à  l'intégration  de  telles  équations 
que  se  ramène  l'étude  de  tout  problème,  tant  en  Géométrie  qu'en  Méca- 
nique et  Physique  mathématique.  Les  points  de  vue  nouveaux  introduits 
dans  la  Science  par  Caucliy,  lîiemann  et  leurs  disciples,  ont  déjà  permis  de 
réaliser,  dans  cet  ordre,  d'importants  progrès. 

La  première  proposition  que  l'on  rencontre  dans  cette  tliéorie  est  relative 
à  l'existence  des  intégrales.  Considérons  l'équation  ditTérenliclie  du  pre- 
niiei'  ordre 

où  l'on  suppose  que /(a:,  y)  soit  une  fonction  holoniorphc  de  a- et  y,  quand 
X  et  y  restent  respectivement  à  l'intérieur  de  ceicles  C  et  C  ayant  respecti- 
vement pour  centre  jCo  cl  Yo^  et  pour  rayon  «et  h;  soit  de  plus  M  le  module 
maximum  de  y  quand  les  variables  décrivent  ces  circonl'ércnces.  Canchy 
avait  le  premier  établi  que,  dans  ces  conditions,  il  y  avait  une  intégrale  de 
l'équation,  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x„  et  prenant  pour  a:  =  .Vo  la 
valeur  Vo-  Briot  et  Bouquet  avaient  donné  comme  rayon  du  cercle,  où  l'in- 
tégrale est  certainement  Iiolomorplic,  l'expression 


a{,-e   '""). 
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J'ai  montré  (79)  qu'on  pouvait  troiivei'  pour  la  limite  de  convergence 
certaine  de  la  série  une  limite  plus  étendue.  Voici  le  résultat  auifuel  j'ar- 
l'ive  :  la  série  converge  certainement  à  l'intérieur  du  cercle  ayant  poui' 

rayon  la  plus  petite  des  (|uantilés  «  et  yî'  Que  ce  soit  l'une  ou  l'autre  de  ces 

(]uantités  (|ue  l'on  doive  prendre,  on  aura  une  limite  supérieure  à  celle 
(ju'ont  donnée  Briot  et  Bouquet. 

Prenons  maintenant  un  système  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre,  résolu  par  rapport  aux  dérivées  et  où  les  seconds  membres  seront 
des  fonctions  liolomorplies  de  la  variable  indépendante  et  des  fonctions 
dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  initiales;  ces  équations  admettent  un 
svstènie  d'intégrales  bolomorpbes  et  prenant  pour  une  valeur  initiale  de  la 
variable  des  valeurs  initiales  données.  Existe-t-il  d'autres  intégrales  satis- 
faisant à  ces  conditions,  que  les  intégrales  bolomorpbes.  Briot  et  Bouquet 
démontrent  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres,  mais  en  se  bornant  au  cas  d'une 
seule  équation,  et  la  métbode  qu'ils  suivent  ne  parait  pas,  au  premier  abord, 
susceptible  de  s'étendre  au  cas  général.  C'est  une  lacune  que  j'ai  voulu  com- 
bler, en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées;  un  artifice  convenable  permet 
de  transformer  le  problème  de  manière  à  pouvoir  suivre  ensuite  la  marcbe 
de  Briot  et  Bouquet  (73).  J'insiste  de  plus  sur  un  point  que  laissent  un 
peu  dans  l'ombre  ces  géomètres,  à  savoir  ce  qu'on  doit  entendre  dans  cette 
question  par  intégrales  prenant  en  un  point  donné  une  valeur  donnée. 

Nous  avons  jusqu'ici  donné  à  la  variable  indépendante  des  valeurs  quel- 
conques. La  forme  des  intégrales  des  équations  différentielles  dans  le  voi- 
sinage des  |)oints  singuliers  serait  extrêmement  importante  à  connaître; 
Briot  et  Bouquet,  dont  il  faut  toujours  citer  les  Mémoires  classiques  quand 
on  parle  de  ces  matières,  ont  fait  une  étude  approfondie  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre,  quand  le  coefficient  différentiel -^  se  pré- 
sente sous  forme  indéterminée  pour  un  certain  système  de  valeurs  de  x  et  y. 
Une  question  analogue  se  présentait  poui'  les  équations  du  second  ordre;  j'ai 
considéré  (4)  l'équation  différentielle 


^'('.  .•■■§)■ 


OÙ  je  suppose  que  la  l'onction  liolomorpbe  /"  s'annule  pour  x  ^  o,  y  =  a, 
y=  '^.  Nous  nous  sommes  proposé  d'étudier  les  intégrales  de  cette  équa- 
tion qui  prennent  la  valeur  a  et  dont  la  dérivée  est  égale  à  ^  pour  .r  =  o.  Ce 
(jui  ma  tout  d'abord  intéressé  dans  celte  question,  c'est  qu'elle  est  autre 


(  -'^  ) 

clioso  (|iriiiu'  cxliMision  r;icilc  ilu  proliU-me  Irailé  par  Briol  ol  lJ()U(|uet  pour 
le  premier  ordre:  je  n'ai  pas  pu  en  elTot  suivre  longtemps  ici  la  méthode 
qui  avait  réussi  à  ees  géomètres,  et  les  difficultés  qui  se  sont  rencontrées 
ont  eu  cette  heureuse  consé(|uence  de  me  forcer  à  rechercher  Va  forme  ana- 
lyti(|ue  des  intégrales  que  j'étudiais,  tandis  que  les  précédents  auteurs 
s'étaient  hornés  à  démontrer,  dans  le  cas  du  premier  ordre,  l'existence  de 

ces  intégrales.  Désignons  par />  la  val e ni' de  '-y-,  pour  y  =  a,  ,v'=  [3  eta:  =  o. 

Si  b  n'est  pas  un  entier  positif,  ré(|uation  différentielle  proposée  admettra 
une  intégrale  remplissant  les  conditions  requises  et  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  a;  =  o.  Si  b  a  sa  partie  réelle  positive,  l'équation  admet  une 
infinité  d'intégrales  non  holomorphes. 

Pour  dénionlrcr  ce  point  impoi'taiit,  j'ai  recours  à  un  procédé  (pii  peut 
être  em|il(»yé  dans  d'autres  circonstances  :  il  consiste  à  remplacer  les  é([ua- 
tions  différenlitdies  à  une  seule  variable  que  l'on  a  à  étudier  par  des  é([uations 
convenablement  choisies  aux  dérivées  partielles.  C'est  ainsi  que  j'établis  que 
les  intégrales  non  holomorphes  se  présentent  sous  la  forme  de  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  a;*"'  (on  peut  toujours  sup- 
poser que  la  partie  réelle  de  b,  quand  elle  est  positive,  est  supérieure  à 
l'unité  ). 

Nous  étudions  ('>)  le  cas  où  la  partie  réelle  de  b  est  négative,  et  nous 
établissons  qu'alors  il  n'existe  pas  d'autre  intégrale,  remplissant  les  condi- 
tions requises,  que  l'intégrale  holomorphe.  Les  considérations  employées 
permettent  de  plus  de  compléter  le  théorème  précédemment  établi  :  dans 
le  cas  où  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  il  n'y  a  pas  d'autres  intégrales  de 
ré(]nation  différentielle,  remplissant  les  conditions  requises,  que  celles  qui 
sont  fournies  par  les  développements  en  séries  dont  j'ai  parlé  plus  haut  (17). 
Dans  le  cas  où  b  est  un  nombre  entier  positif,  on  peut  encore  représenter 
les  intégrales  par  des  séries,  mais  elles  sont  de  forme  différente  et  procèdent 
suivant  les  puissances  de  a:  et  x  logx. 

Les  méthodes  suivies  pour  les  équations  du  second  ordre  sont  nécessai- 
rement applicables  dans  le  cas  des  équations  du  premier  ordre;  il  suffit 
alors  de  supposer  que/ne  dépend  pas  de  y.  On  peut  ainsi  compléter  l'étude 
de  Hriol  et  Bou(|uet,  en  donnant  la  forme  des  solutions  dont  ils  avaient  seu- 
lement démontré  l'existence.  Vers  la  même  époque,  en  1878,  ^I.  Poincaré 
arrivait,  de  son  cité,  à  conipléter  le  ^lémoire  de  Briot  et  Bouquet  sur  les 
équations  dillcrmlicllcs  du  pirniicr  ordre. 
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II.  —  Équations  différentielles  linéaires  à  une  variable. 

Les  équations  différentielles  linéaires  forment  une  classe  dont  l'étude 
est  singulièrement  simplifiée  par  le  fait  qu'on  connaît  la  façon  dont  les  con- 
stantes figurent  dans  l'intégrale  générale.  Un  Mémoire,  devenu  classique, 
de  M.  Fuchs  a  été  le  point  de  départ  des  travaux  extrêmement  nombreux 
publiés  sur  les  équations  linéaires  depuis  une  vingtaine  d'années;  le  géo- 
mètre allemand  s'est  spécialement  occupé  du  cas  où  les  intégrales  sont 
toutes  régulières  dans  le  voisinage  des  points  singuliers. 

En  1877,  M.  Hermite  faisait  connaître  l'intégrale  générale  de  l'équation 
de  Lamé.  On  sait  que  cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

-7-^  ^  [h ( /H-i)  A- sn- j:- -h  « J  )•, 

OÙ  sn.r  désigne  la  fonction  elliptique  ordinaire  de  module  à-,  h  une  con- 
stante quelconque  et  n  un  entier.  3F.  Hermite  montrait  qu'un  système  fon- 
damental d'intégrales  de  cette  équation  est  formé  de  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,  c'est-à-dire  de  fonctions  uniformes  se  repro- 
duisant multipliées  par  des  constantes,  quand  on  ajoute  successivement  à 
la  variable  les  deux  périodes.  Je  me  demandai  si  le  résultat  précédent  était 
fortuit,  où  s'il  y  avait  là  un  fait  tenant  à  une  circonstance  générale.  Je  mon- 
trai d'abord  (9)  que  des  circonstances  analogues  se  rencontrent  pour  toute 
équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  doublement 
périodiques,  pourvu  que  son  intégrale  générale  soit  uniforme.  J'ai  établi, 
en  effet,  qu'une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  doublement 
périodiques  et  dont  l'intégrale  est  uniforme  admet,  en  général,  pour  inté- 
grale une  somme  de  deux  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  es- 
pèce. Certains  cas  exceptionnels  peuvent  se  présenter;  mais,  dans  tous  les 
cas,  l'intégrale  générale  peut  être  obtenue  au  moyen  des  fonctions  0  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

J'ai  montré  bientôt  après  (10  et  11)  que  le  théorème  établi  pour  les  équa- 
tions linéaires  du  second  ordre  s'étend  aux  équations  de  tous  les  ordres.  Le 
théorème  fondamental  est  le  suivant  :  une  équation  linéaire,  à  coefjicienis 
doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uniforme  admet  toujours  pour 
intégrale  une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Ce  théorème 
établi,  on  peut  passer  sans  peine  à  la  recherche  de  la  forme  des  autres  in- 
tégrales de  l'équation.  Si  ré({uation  est  d'ordre  m,  il  arrive,  en  général,  que 
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ri'(Hintion  ailmcl.  comme  intégrales  distinctes,  m  fonctions  doublement 
|iériudi(|ues  de  seconde  espèce;  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  générale  peut 
être  exprimée  ii  l'aide  des  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à  une  classe  étendue  d'équations 
linéaires  dont  l'intégrale  générale  peut  être  obtenue  au  moyen  de  fonctions 
déjà  connues,  et  (|ui  sont,  outre  les  polynômes,  la  fonction  exponentielle 
et  la  transcendante  0  de  Jacobi.  D'ailleurs,  une  équation  différentielle 
linéaire  à  coefficients  doublement  périodi(]ues  étant  donnée,  on  sait  recon- 
naître si  son  intégrale  générale  est  uniforme.  On  pourra  ainsi  toujours  dé- 
cider si  une  équation  rentre  dans  la  classe  dont  j'ai  fait  l'étude.  Dans  le 
troisième  Volume  de  son  beau  Traité  cl' Analyse,  jM.  Camille  Jordan  m'a  fait 
l'honneur  de  développer  la  théorie  des  équations  précédentes;  qu'il  nie 
soit  aussi  permis  de  rappeler  que  mes  recherches  ont  été  le  point  de  départ 
de  M.  Halphen  dans  son  .Mémoire  couronné  Sur  la  réduction  des  équations 
linéaires  au  r  formes  intégrables. 

(lomme  exeni|)le  d'équations  rentrant  dans  le  type  précédent,  j'ai  étudié 
une  équation  du  second  oidrc  rencontrée  par  M.  Gyidén  dans  un  probli-nie 
de  Mécanique  céleste  (8);  je  tiens  à  citer  aussi  l'équation  suivante,  qui  a 
offert  le  premier  exemple  d'une  équation  d'ordre  supérieur  au  second,  inté- 
grée au  moyen  des  fonctions  elliptiques 

-r^  -h  (Il  —  6a-  sii^jt)  -r-  -4-  A,  y  =  o, 

OÙ  h  et  /i,  sont  deux  constantes  (juelconques.  Il  y  a  trois  intégrales  de  la 
forme 

iè{x) 

'/.  et  co  étant  des  constantes  convenablement  choisies,  qui  se  trouvent  déter- 
minées de  la  manière  suivante.  D'abord  A  se  présente  sous  la  forme  d'une 
fonction  doublement  périodi(jue  de  co;  quant  aux  trois  valeurs  de  w,  ce  sont 
les  trois  racines  distinctes  de  ré([uation  en  co 

/(,  -4-  S  II  1  A- si\',i  eii'jj  dii',)  -+-  M  sn-w  -t-  N  =o. 

.M  et  .N  représentant  des  polynômes  en  /t. 

Dans  la  seconde  Partie  du  .Mémoire  (1 1^,  nous  nous  occupons  des  sys- 
tèmes d'équations  linéaires  simultanées  ii  coefticienls  doublement  pério- 
diques et  à  intégrale  générale  uniforme.  J'étudie,  en  particulier,  le  système 


(  i6) 
suivant 

du  .  ,,  ch-  (i<.r 

-7- r=— Al' -H  Hu,  -r-=A«— Cir,  -y- =  — Bm -t- Ce, 

f//  cil  dt 

(jui  jouil  (le  la  propriété  de  coïncider  avec  son  système  adjoint,  tel  qu'il  a 
été  défini  par  M.  Darboux;  A,  B,  C  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  /  aux  périodes  2K  et  2iK',  et  l'on  suppose  les  intégrales  uni- 
formes. Une  circonstance  remarquable  se  présente  ici;  il  y  a  toujours  A^u^ 
ce  cas  un  système  d'intégrales  formées  de  fonctions  doublement  pério- 
diques àe première  espèce,  les  périodes  pouvant  être,  dans  certains  cas,  4K 
et  'i/K'  au  lieu  de  2K  et  liK' . 

Parmi  les  systèmes  de  la  forme  précédente,  celui  où  A  =  —  |r,  B  =  o, 

C  =  -  oUVe  un  certain  intérêt  pour  la  Géométrie  des  courbes  gauches  ;  R  et 

/•  peuvent  être  considérés  comme  désignant  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  d'une  courbe  gauche,  que  nous  supposons  exprimés  en  fonction  de 
5  =  /  de  la  courbe.  Supposons  que  R  et  /-soient  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  s  aux  périodes  2K  et  2?K',  et  que  le  système  ait  ses  inté- 
grales uniformes;  la  proposition  générale  énoncée  plus  haut  fait  connaître 
une  propriété  de  ces  courbes  :  il  existe  une  direction  telle  que  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  binormale  pour  tous  les  points  de  la  courbe  si- 
tués à  une  distance  les  uns  des  autres  égale  à  2K  (exceptionnellement  à 
'|K ),  font  avec  elle  des  angles  respectivement  égaux.  Un  cas  particulier  très 
simple  (12)  correspond  à 


R  =  V''"Uy'     i-y 

a  et  b  étant  deux  constantes  et  n  un  entier  positif. 

Avant  de  quitter  les  équations  linéaires  à  coefficients  doublement  pério- 
diques, je  signalerai  encore  une  classe  d'équations  linéaires  du  second 
ordre  (18). 

M.  Klein  avait  donné  une  méthode  très  remarquable  pour  étudier  les 
équations  linéaires  du  second  ordre,  à  coefficients  rationnels,  dont  l'inté- 
grale générale  est  algébiique.  Les  considérations  dont  s'était  servi  cet  émi- 
nent  géomètre  peuvent  être  étendues  à  la  classe  suivante  d'équations 
linéaires  :  je  veux  parler  des  équations  linéaires  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques,  pour  lesquelles  toute  intégrale  satisfait  à 
une  équation  algébrique,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes 
de  r  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Je  montre  que  les  transcendantes  uni- 


(  >7) 
(briiu's,  (|iu  siiUioiliiisoiit  dans  celte  étude,  peuvent  toujours  s'ex|trinier  ii 
l'aille  de  transcendantes  classiques  dans  la  théorie  des  fondions  elli|)ti(|ues. 
On  a  étudié  prin(i|talenient  jusqu'ici  la  forme  des  intégrales  d'une  équa- 
tion dilféi'entielle  linéaire,  dans  le  cas  où  les  coefficients  sont  uniformes  et 
où  les  intéj,'rales  sont,  d'après  l'expression  de  M.  P^iclis,  réi;ulières.  Toute- 
fois, pour  les  intéii;rales  irréi,Milières,  on  doit  à  M.  Tliomé  des  résultats  im- 
portants, et,  récemment,  M.  Poincaré  a  donné  à  ce  sujet  des  théorèmes  du 
plus  haut  intérêt.  Je  me  suis  occupé  (29)  d'une  classe  d"é(|ualions  linéaires 
où  les  coefllcients  ne  sou!  pas  uniformes;  considérons  ré(|uation 

V  et  I",  sont  des  fonctions  des  deux  variahles  ,r  et  j,  uniformes  et  continues 
|)our  toute  valeur  der  située  dans  un  certain  domaine  autour  de  l'origine, 
le  domaine  de  j'  s'étendant  au  plan  tout  entier;  on  pose  j  =  x^,  \x  étant  une 
constante  quelconque,  et  c'est  la  forme  des  intégrales  d'une  telle  équation 
dans  le  voisinage  de  l'origine,  que  je  me  suis  proposé  d'étudier.  J'y  réussis 
complètement, /?o«/iv/  que  jj.  ne  soit  pas  réel  et  négatif;  la  méthode  employée 
est  analogue  à  celle  dont  j'ai  parlé  plus  haut  :  elle  consiste  encore  à  rem- 
placer l'équation  uni(jue  à  étudier  par  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Je  dois  avouer  toutefois  que  j'ai  été  un  peu  déçu  dans  celte  re- 
cherche; le  cas  où  u.  est  un  entier  négatif  serait  pratiquement  le  plus  inté- 
ressant, mais  il  écha|)pe  à  la  méthode.  Si  l'on  considère,  pour  une  valeur 
fixe  de  .r,  u  comme  fonction  de  pi,  elle  aura  comme  ligne  de  points  singuliers 
essentiels  la  partie  négative  de  l'axe  réel. 

Mes  recherches  sur  une  classe  de  fonctions  hyperfuchsienncs  ayant  né- 
cessité la  connaissance  du  groupe  de  certaines  équations  différentielles 
linéaires,  j'ai  flù  chercher  le  groupe  de  ces  équations  linéaires  d'ordi'c  (|uel- 
conque.  équations  (|ui  peuvent  être  considérées  comme  des  généralisations 
de  l'équation  hypergéométrique  de  Gauss,  et  qui  ont  été  principalement 
étudiées  par  M.  Ilermite  et  Pochammer.  On  trouve  les  suhstitulions  fonda- 
mentales du  groupe  sous  une  forme  très  simple,  où  ne  figurent  d'autres 
transcendantes  que  des  exponentielles  (ô9). 

Les  analogies  entre  les  équations  ditrércntiellos  linéaires  et  les  é(|uations 
algél)ri(|ues  ont  été  souvent  signalées  et  poursuivies  dans  des  directions 
dillérentcs;  j'ai  cherché  à  les  étendre  encore,  en  développant  autant  que 
possiltle,  pour  les  équations  linéaires,  une  théorie  analogue  à  celle  qui  a 
été  donnée  par  Galois  pour  les  équations  algébriques.  .Mais  je  parierai  de  ce 
travail  dans  la  section  de  celte  Notice  consacrée  aux  transformations. 
1'.  3 
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III.  —  Équations  différentielles  non  linéaires. 

É(]iialioits  du  premier  ordre.  —  Si,  grâce  aux  iiomlireiix  iravaux  eiïcoliiés 
depuis  une  vingtaine  d'années,  et  particulièrement  ceux  de  M.  Fuclis  et  de 
M.  Poincaré,  la  tliéorie  des  équations  diiïérentielles  linéaires  a  réalisé  des 
progrès  d'une  importance  capitale,  il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'il  en  soit  de 
même  pour  les  équations  qui  ne  sont  pas  linéaires.  Nous  avons  parlé  plus 
haut  des  recherches  que  nous  avons  faites  pour  étendre  et  compléter  les  tra- 
vaux classiques  de  Briot  et  Bouquet,  relatifs  à  la  discussion  des  intégrales 
dans  le  voisinage  de  certains  points  singuliers.  Il  ftuidrait  pouvoir  suivre 
l'intégrale  pour  toute  valeur  de  la  variable  indépendante,  mais  c'est  une 
étude  extrêmement  difficile,  les  points  critiques  étant  généralement  mo- 
biles, c'est-à-dire  variant  avec  l'intégrale  que  l'on  considère.  Une  classe 
d'équations  appelant  tout  d'abord  l'attention  est  celle  pour  laquelle  l'in- 
tégrale générale  est  uniforme.  Briot  et  Bouquet  ont  étudié  à  fond  le  cas  très 
simple  où  l'équation  se  réduit  à 

dy_ 
d.r 
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/étant  un  polynôme.  De  la  forme  donnée  par  Briot  et  Bouquet  pour  l'inté- 
grale supposée  uniforme  d'une  telle  équation,  on  peut  conclure,  comme 
M.  Hermite  en  a  fait  le  premier  la  remarque,  que  le  genre  de  la  relation 
algébrique  précédente  est  zéro  ou  un.  Il  m'a  paru  intéressant  de  chercher 
une  démonstration  a  priori  àa  ce  résultat:  c'est  ainsi  que  je  fus  conduit  h  un 
théorème  bien  plus  général,  dont  nous  aurons  bientôt  à  parler  (41);  mais, 
en  continuant  à  regarder  l'équation  précédente  comme  une  équation  dilTé- 
rentielle,  je  trouvai  une  autre  démonstration  a  priori,  qui  fut  le  point  de 
départ  de  mes  recherches  sur  les  équations  du  second  ordre.  Comme  je  ne 
l'ai  pas  publié,  j'en  donnerai  ici  le  principe  :  désignons  par  Y  et  Y'  ce  que 

deviennent  V  et  sa  dérivée  y'  =  -j-  quand  on  remplace  x  par  x  -+-  h,  h  étant 

une  constante  quelconque.  En  raisonnant  toujours  dans  l'hypothèse  où  l'in- 
tégrale est  uniforme,  il  est  manifeste  qu'à  une  valeur  de  j  et  y'  ne  corres- 
pond qu'une  valeur  de  Y  et  Y',  et  inversement.  Nous  pouvons  donc  dire  que 
la  courbe/(y,j'')  =  o  admet  une  transformation  biunilbrmeen  elle-même; 
mais  nous  verrons  plus  loin  qu'une  telle  transformation  doit  être  nécessai- 
rement birationnelle.  La  courbe  précédente  admet  donc  une  transformation 
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liirationiu'lleon  elle-inômc;  de  plus,  clK'  lonfermc  le  païami-trc  arl)itiaire/i. 
Nous  en  concluons,  en  ir)voquanl  un  lliéorcmc  bien  connu  dans  la  théorie 
des  courl)es  algébriques,  que  le  genre  de/ne  peut  être  que  zéro  ou  l'unité. 

Avant  de  passer  aux  équations  du  second  ordre,  considérons  encore  l'équa- 
tion (i ).  Après  le  cas  de  l'intégrale  uniforme,  on  peut  se  proposer  d'étudier 
les  é»|ualions  de  ce  type  dont  l'intégrale  est  racine  d'une  équation  algé- 
l)ii(|ue  à  coellicients  unilormes;  comme  l'ont  montré  Hriol  et  Bouquet,  ces 
coelïicicnts  uniformes  ne  pourront  élre  que  des  fonctions  doublement  pério- 
diques (ou  dégénérescences).  Posé  dans  toute  sa  généralité,  le  problème 
de  reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  donnée/(j',  y)  =  o  est  racine 
d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniformes  est  resté  sans  solution, 
malgré  les  ell'orts  de  bien  des  géomètres. 

Le  probli'uie  précédent  revient,  en  réalité,  à  reconnaître  si  une  intégrale 
abélienne  est  réductible  aux  intégrales  elliptiques.  C'est  une  question  dont 
je  m'occupais  dès  1881  {'2'-i). 

Étant  donnée    une  relation   algébrique  /('r,y)  =  o  de  genre  p,   soit 

I R(x,Y)f/cc  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  correspondante; 

il  peut  arriver  (jue  cette  intégrale  n'ait  que  deux  périodes.  S'il  en  est  ainsi, 
l'équalion 

I\(  j-,,  »-,)  c/x,  -+-  R  (X2,_i'î)  dj:i  =  o 

aura  son  intégrale  générale  algébrique,  et  la  réciproque  de  cette  proposi- 
tion est  exacte,  c'est-à-dire  que,  si  cette  équation  a  son  intégrale  générale 
algébrique,  l'intégrale  abélienne  n'aura  pas  plus  de  deux  périodes.  D'une 
manière  plus  générale  (39),  supposons  que,  parmi  les  p  intégrales  abé- 
liennes  relatives  à  la  courbe/,  il  y  en  ait  q  {q<ip)  ayant  seulement  aq 
|)ériodes  simultanées.  Soient  «,(37),  iu{x),  ...,  ii^(x)  ces  q  intégrales  : 
j'établis  le  théorème  suivant.  Considérons  les  équations 

1  =  7  /  =  '/  <  =  7 

1=1  1=1  i=l 

On  sait  (|ue,  dans  le  cas  d'un  système  abélien,  c'est-à-dire  quand  q  =p, 
toute  fonction  symétrique  x,,  x.,,  ....  x^  est  une  fonction  uniforme  (abé- 
lienne) de  r,,  :^.  . . . ,  Zp.  Il  n'en  est  plus  nécessairement  ainsi  quand  q  est 
différent  de/?;  maisj'i.iro,  ...,jrySont  néanmoins  encore  racines  d'équa- 
tions algébriques  dont  les  coefficients  sont  fonctions  uniformes  dc^,,  z-^, 
....  z,^  avec  27  systèmes  de  périodes;  de  |)lus,  ces  fonctions  -iq  fois  périodi- 
ques pourront  s  exprimer  à  V aide  (les  fonctions  0  de  q  variables  indépendantes. 
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Je  me  suis  particulièrement  occupé  du  cas  oii/j  =  2,  la  relation  entre  .v 
et  _v  pouvant  être  mise  alors  sous  la  forme 

(2)  _)-2  =  ^(i-a-)(i-/.x)(i-/.r)(i-/«.r). 

.le  pose  la  question  de  la  manière  suivante  :  Trouver  les  expressions  géné- 
rales de  /•,  /,  m,  telles  qu'il  existe  une  intégrale  de  première  espèce  corres- 
pondant à  la  relation  précédente  et  ayant  seulement  deux  périodes.  La  ré- 
ponse est  donnée  parla  proposition  qui  suit  : 

S'il  e.riste  une  intégrale  de  première  espèce,  correspondant  à  la  relation  pré- 
cédente et  ayant  seulement  deux  périodes,  on  pourra  trouver  un  système  d'inté- 
grales normales  dont  le  tableau  des  périodes  sera 

o     ,     G     g 

,     o    _     G 
oii  D  désigne  un  entier  réel  cl  positif. 

Ce  théorème  fait  connaître  immédiatement  les  expressions  générales  de 
k,  l,  m;  on  n'a  eu  effet  qu'à  substituer  ]l=  -  dans  les  valeurs  de  k,  l,  m 

données  par  les  formules  de  Richelot,  où  figurent  les  fonctions  0  à  deux 
variables  pour  les  valeurs  zéro  des  arguments.  Pour  une  valeur  donnée  à 
l'entier  D,  k,  l  et  m  sont  des  fonctions  uniformes  de  G  et  G'  qui  sont  des 
constantes  arbitraires;  elles  sont  intéressantes,  car  ce  sont  des  fonctions 
fuchsiennes,  et  l'on  tire  de  cette  remarque,  entre  autres  résultats,  le  théo- 
rème suivant  :  Achaque  valeur  de  l'entierD  correspond  une  relation  algébrique 
entre  k,  l  et  m. 

On  voit  que,  dans  la  question  proposée,  il  y  a  un  nombre  entier  D  jouant 
un  rôle  essentiel.  Ce  nombre  peut  être  défini  d'un  mot  :  c'est  le  degré  de  la 
transformation  rationnelle  transformant  l'intégrale  hyperelliptique  en  une 
intégrale  elliptique.  Notons  que  le  cas  particulier  D  =  2  correspond  h  un 
cas  traité,  il  y  a  longtemps,  par  Jacobi,  celui  où  m^=kl. 

Il  faudrait  parler  maintenant  du  problème  inverse,  c'est-à-dire  montrer 
comment,  la  relation  (2)  étant  donnée,  on  pourra  reconnaître  s'il  y  a  une 
intégrale  correspondante  n'ayant  que  deux  périodes.  Malheureusement  mes 
efforts  ont  échoué  devant  cette  question  extrêmement  difficile;  certainement 
la  question  devient  facile  si  l'on  se  donne  le  degré  D  de  la  transformation, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  revenant  au  prol)lème  initial,  le  degré  de 


(     21     ) 

IV'qiialion  al^'él)ri<nio  à  l;u|ii('llc  satisl'ait  l'intégrale;  maison  n'a  pu  réussir 
jusqu'ici  à  li\c'r  uno  lirnik-  supéi-it-uro  do  ce  degré.  Nombreux  sont  d'ailleurs, 
eu  Analyse,  les  |)r()l)lèmesde  ce  genre  où  un  certain  nomin-e  entier,  inconnu 
a  priori,  jonc  |c  lolc  essentiel.  Pour  en  revenir  au  .Mémoire  qui  nous  occupe 
en  ce  nioinent,  citons  le  tliéorènic  suivant  : 

5;  une  intégrale  abèlienne  de  pvcniière  espèce,  relative  à  la  relation 
y-  =  R(.r)  (  [{(  r)  fle'si fanant  un polynàme  du  cinquième  degré],  a  seulement 
deux  périodes,  il  y  aura  nécessairement  une  seconde  intégrale  jouissant  de  la 
même  propriété. 

On  i)eut  ajouter  à  l'énoncé  précédent  qu'il  y  aura,  en  général,  seulement 
deux  intégrales  ne  possédant  que  deux  périodes.  Dans  certains  cas  parti- 
culiers cependant,  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  une  infinité  d'intégrales  ayant 
seulement  deux  périodes  (21). 

J'ai  donné  deux  exemples  de  cette  circonstance  singulière  :  l'un  est  rela- 
tif à  la  courbe  du  second  genre 

j-'  =  jr(.r  —  i){x  —  a)- 

(a  désignant  une  constante  quelconque),  pour  laquelle  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce 

■(i  —  ml)(x  —  a)-h<i  —  m}:-)y 


(■ 


y- 


dx. 


où  X  désigne  une  racine  cubi(juc  imaginaire  de  l'unité  et  m  représente  une 
quantité  réelle  convnensurahle  quelconque,  a  seulement  deux  périodes; 
l'autre  exemple  est  relatif  à  la  courbe  du  troisième  genre 

y-^x^-\-  ax'  -+-  b, 

qui  possède  aussi  une  infinité  d'intégrales  de  première  espèce  avec  deux 
périodes;  en  elFet,  l'intégrale 


/ 


( m  -t-  i)  \fb  —  {m  —  i) x- 
\/x^-i-  ax^  -h  b 


n'a  que  deux  périodes  si  m  est  une  quantité  réelle  commensurable. 

Dans  une  Lettre  à  M™'  de  Kowalewsky,  qui  n'a  pas  été  publiée,  M.  Weier- 
strass  s'était  aussi  occupé  de  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux 
intégrales  ellipti(|ues.  Dans  un  Aïémoire  sur  ce  sujet,  paru  après  la  publi- 
cation de  mon  travail,  .M""^  de  Kowalewsky  fait  mention  des  rechercbes  de 
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M.  Weierslrass.  L'illustre  géomètro  do  Berlin  traite  du  cas  général  de  la 
réduction  des  intégrales  de  genre  quelconque  aux  intégrales  elliptiques, 
tandis  que  je  me  suis  occupé  spécialement  des  intégrales  de  genre  deux, 
mais  il  pousse  la  réduction  moins  loin.  Ainsi,  pour  le  Tableau  des  périodes 
(|ii('  j'ai  donné  plus  haut,  le  théorème  de  M.  Weierslrass  indique  seule- 
ment un  nombre  commensurable  quelconque,  au  lieu  de  la  fraction  jr  (50)  : 

la  différence  est  importante,  car,  au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé,  cet 
entier  D  joue  un  rôle  essentiel.  C'est  pour  moi  aussi  une  satisfaction  de 
penser  que  mes  recherches  sur  ce  sujet  ont  attiré  l'attention  de  M.  Poin- 
caré,  qui  a  étendu  les  travaux  de  M.  Weierslrass  el  les  miens. 

La  lecture  d'un  ^Mémoire  de  IM.  Darboux  a  appelé  mon  attention  sur  un 
tout  autre  Chapitre  de  la  théorie  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre.  Dans  son  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du  premier  ordre 
et  An  premier  degré,  M.  Darboux  a  fait  connaître  un  ihéorème  extrêmement 
remarquable,  d'après  lequel  on  peut  former  l'intégrale  générale  de  ces 
équations,  quand  on  en  connaît  un  nombre  suffisant  de  solutions  particu- 
lières algébriques.  La  méthode  employée  par  l'éminent  géomètre  peut,  sous 
certaines  conditions,  être  étendue  aux  équations  du  premier  ordre  de 
degré  quelconque  (58).  Cette  extension  se  rattache  à  diverses  questions 
concernant  la  théorie  des  surfaces  el  des  courbes  gauches  algébriques;  je 
me  suis  borné  au  cas  où  chaque  solution  représenle  l'inlerseclion  complète 
de  deux  surfaces.  Il  y  aurait  intérêt,  je  crois,  à  approfondir  davantage  la 
question. 

La  théorie  des  fonctions  hyperfuchsiennes  m'a  encore  conduit  à  une 
classe  étendue  el  intéressante  d'équations  différentielles  du  premier  ordre 
dont  l'intégration  peut  être  obtenue  à  l'aide  de  ces  transcendantes;  mais 
ces  applications  seront  mieux  à  leur  place  dans  l'exposé  de  mes  travaux 
sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  et  hyperabéliennes. 

Équations  d' ordre  supérieur.  —  J'ai  étudié  tout  d'abord  (21)  une  classe 
d'équations  analogue  à  celle  de  Briot  et  Bouquet  :  ce  sont  les  équations  du 
second  ordre  de  la  forme 

où /est  un  polynôme,  et  je  me  suis  proposé  de  rechercher  dans  quels  cas 
elle  admettra  des  intégrales  uniformes.  L'élude  de  ce  problème  peul  être 
poussée  jusqu'au  bout;  je  commence  par  démontrer  un  théorème  analogue 
à  celui  dont  nous  parlions  plus  haut  pour  le  problème  de  Briot  el  Bouquet  : 
Le  qenre  de  la  relation  précédente  doit  être  zéro  ou  l'unité.  Nous  examinons 
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successivement  ces  deux  liypotlii-scs;  c'est  dans  le  cas  où  le  genre  est  éjj;iil 
à  zéro  que  la  discussion  dcinande  le  plus  de  soins.  Trois  cas  peuvent  se 
présenter  :  ou  toutes  les  intégrales  de  l'équation  sont  uniformes,  ou  lùcn 
une  seule  série  d'intégrales  est  uniforme,  celles-ci  se  déduisant  li-s  uni's 
«les  autres  par  l'addition  «l'une  constante  ii  la  variable  a",  ou  bien  enlin  il 
n'y  a  pas  d'intégrale  uniforme.  Toute  intégrale  uniforme  est  une  fonction 
rationnelle  de  jt  et  de  e"^,  a  désignant  une  constante.  L'examen  du  cas  où  le 
genre  est  égal  à  l'unité  est  beaucoup  plus  facile.  Toutes  les  intégrales  de 
l'équation  proposée  ne  sont  pas,  dans  ce  cas,  uniformes;  il  ne  peut  y  avoir 
«|ue  celles  (jue  l'on  déduirait  d'une  première  intégrale  uniforme  par  le  chan- 
gement de  X  en  X  plus  une  constante  :  cette  intégrale  est  doublement  pério- 
dique. En  résumé,  l'équation  ne  peut  admettre  d'autres  intégrales  uni- 
formes que  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  cf^,  et  des  fonctions 
doublement  périodiques.  Nous  montrons  comment  on  peut  reconnaître  s'il 
en  est  ainsi  et  trouver  en  même  temps  ces  intégrales  uniformes. 
Considérons  maintenant  l'équation  plus  générale 

^^)  •^(•'■'^'.7^)  =  °' 

/"étant  un  polyn«Hne.  Il  est  bien  élémiMitaire  (ju'une  réduction  facile  trans- 
forme celte  équation  en  une  équation  du  premier  ordre;  mais  nous  voulons 
garder  l'équation  sous  cette  forme  et  étudier  le  cas  où  l'intégrale  générale 
de  cette  équation  est  une  fonction  uniforme  de  x.  Dans  le  cas  précédent 

où  le  terme  en  -<.-  manquait  dans  l'équation,  les  propriétés  de  la  courbe  nl- 

d-v  ■ 
gébriquc  représentée  par  la  relation  entre  y  et -^^  jouaient  un  rôle  essen- 
tiel. On  pressent  ici  qu'il  y  aura  une  dépendance  entre  l'équation  différen- 
tielle que  nous  venons  d'écrire  et  les  propriétés  de  la  surface  algébrique 
«lu'on  peut  regarder  comme  représentée  par  celte  relation.  Aussi  l'étude 
actuelle  est-elle  intimement  liée  à  mes  recherches  sur  les  surfaces  algé- 
briques; nous  allons  donc,  pour  le  moment,  nous  borner  aux  généralités, 
et  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  dans  le  Chapitre  réservé  aux  fonctions 
algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 

Pour  l'équation  de  Briot  et  Bouquet  entre  j  et  -r-,  j'ai  donné  plus  haut, 

avec  quelques  détails,  un  raisonnement  qui  permet  d'établir,  a  priori,  que 
le  genre  de  la  courbe  ne  peut  pas  dépasser  l'unité.  Peut-on  étendre  ce  rai- 
sonnement ;i  l'équation  actuelle?  Supposons  que  l'intégrale  de  l'équation 
précédente  soit  une  fonction  uniforme  de  x  avec  le  seul  point  oc  comnu- 


(  ^'.  ) 

point  siiigulior  ossonticl.  Désignons  par  Y,  Y'  et  Y"  ce  que  deviennent  v, 
sa  dérivée  première  v' et  sa  dérivée  seconde  t",  quand  on  remplace  x  par 
.v-h  h,  h  désignant  une  constante  quelconque.  A  tout  système  de  valeurs  de 
V,  y  et  )'"  ne  correspond  qu'un  système  de  valeurs  de  Y,  Y'  et  Y",  et  in- 
versement :  nous  pouvons  donc  dire  que  la  surface  algébrique 

(3)  /(;',.v',  v')  =  o, 

admet  une  transformation  hiunifornie  en  elle-même,  dépendanl  d'un  para- 
mètre arbitraire  h.  3Iais  c'est  ici  que  va  apparaître  la  différence  profonde 
entre  l'équation  de  Briot  et  Bouquet  et  celle  que  nous  étudions  maintenant; 
et  nous  allons  avoir  la  véritable  raison  de  cette  différence  :  elle  est  tout  en- 
tière dans  ce  fait  que,  pour  une  courbe,  une  transformation  biuniforme  est 
toujours  birationnelle ,  tandis  qu'il  en  est  autrement  pour  une  surface.  C'est  là 
un  point,  à  mon  avis,  capital,  et  il  permet  de  partager  la  question  en  deux 
parties  bien  distinctes,  suivant  que  la  transformation  précédente  est  ou  non 
birationnelle  (71  ). 

En  supposant  la  transformation  birationnelle,  voici  le  résultat  auquel  on 
arrive  relativement  à  la  nature  de  l'intégrale  générale  :  celle-ci  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  (^ou  dégénérescence  d'une  telle  fonction^,  ou  bien 
les  coordonnées  Y,  y' ,  y"  d'un  point  quelconque  de  la  surface  (3)  s'exprime- 
ront en  fonctions  uniformes  quadruplement  périodiques  {ou  dégénérescences  de 
telles  fonctions)  de  deux  paramètres  a  et  c,  et  l'intégrale  générale  s'obtiendra 
en  faisant,  dans  l'expression  dey. 

Il  =  a.r  -T-  X.  ('  z=  b.r  -\-  3, 

a  eZ  3  étant  deux  constantes  arbitraires,  et  a  et  b  deux  constantes  conve- 
nables. 

Nous  parlerons  plus  loin  du  problème  de  reconnaître  sur  l'équation  dif- 
férentielle elle-même  si  celle-ci  a  une  intégrale  générale  uniforme  avec 
une  substitution  correspondante  birationnelle;  c'est  un  point  qui  est  lié  à 
la  théorie  des  surfaces  algébriques. 

Si  maintenant,  sans  nous  préoccuper  de  la  transformation  biuniforme 
dont  il  vient  d'être  parlé,  nous  partons  directement  de  l'équation  proposée, 
pouvons-nous  reconnaître  sur  celle-ci  si  son  intégrale  générale  est  uni- 
forme? La  chose  semble  facile  au  premier  abord;  on  ramène  d'abord  l'équa- 
tion à  une  équation  du  premier  ordre,  en  posant  -j-  =  p  et  considérant  p 

comme  fonction  de  j.  On  peut  appliquer  à  cette  équation  les  principes  déve- 
loppés par  Briot  et  Bou([uet  dans  leur  Mémoire  classique;  pour  éliminer 


{  2j  ; 
iino  picmitTc  sorif  de  (lifriciillrs,  supposons  nu-iiie  i\m\  dans  I'cIikIl'  des 
siniïularités  do  celle  é(|iiation,  on  puisse  toujours  se  trouver  ramené  au  cas. 
à  la  fois  général  et  sinij)le,  spécialomenl  étudié  par  ces  géonii'tres  et  qu'on 
peut  appeler  une  singularité  régulière,  en  eiii|)Ioyant  la  terni inoloii;ie  de 
la  théorie  des  é(|iialions  linéaires.  Quand  l'équation  du  premier  ordre  aura 
été  complètement  discutée,  on  aura  à  revenir  à  ré(|uatioii  initiale,  c'est- 
à-dire  poser 

dy  .    ^ 

l.a  grande  difficulté  est  de  reconnaître  si  v  ainsi  définie  est  une  fonction 
uniforme  de  .r.  Il  est  facile  de  reconnaître  si,  dans  le  voisinage  de  clia(|in' 
\:\\Qy\r  e(fvcti<.ement  atteinte  par  la  variable  .r,  la  fonction  >-  est  iinifoinie; 
mais  cela  ne  fait  pas  nécessairement,  quand  il  en  est  ainsi.  (|iie  la  fonction 
vsoit  réellement  une  fonction  uniforme.  Il  iicnl.  |Kir  cxeniple.  v  avoir  des 
trous  dans  la  portion  du  plan  (simple  ou  multiple  )  décrite  par  la  variable. r; 
(|uaiid  celle-ci  icvii-nl  au  point  de  départ,  après  avoir  contourné  une  lacune, 
la  fonction  V  peut  ne  pas  reprendre  la  même  valeur.  Il  y  a  là  une  difficulté 
considérable  qu'il  paraît  bien  difficile  de  lever,  mais  (]u'il  était  important 
de  mettre  en  évidence.  Nous  disons  alors  que  la  fonction  v  est  à  apparenn 
uniforme. 

Les  conditions  pour  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  soit  à  appa- 
rence uniforme  consistent  en  relations,  de  nature  algébrique,  entre  les  coel- 
ficientsde  l'équation;  au  contraire,  les  conditions  exprimantquc  l'intégrale 
est  une  fonction  uniforme  se  traduiront  en  général  par  des  relations  trans- 
cendantes entrcles  coefficients  de  r  équation  différentielle .  A  prendre  d'ailleurs 
la  question  dans  toute  sa  généralité,  les  circonstances  les  plus  diverses 
peuvent  se  présenter:  ainsi  l'intégrale  générale  peut  être  une  fonction  uni- 
forme à  espace  lacunaire;  mais  le  domaine  dans  lequel  est  déterminée  la 
fonction  peut  être  variable  avec  l'intégrale  que  l'on  considère.  .Nous  avons 
donné  des  exemples  de  cette  circonstance  remarquable. 

Nous  avons  spécialement  considéré  le  cas  oii  l'équation  a  la  foiine 
v"=R(v,v'),  R  étant  rationnelle  en  y  et  y'.  Il  nous  a  paru  curieux  de 
montrer  que  v  pouvait  se  mettre  sous  la  forme  d'un  quotient  de  deux  fonc- 
tions à  apparence  uniforme,  n'ayant  pas  de  pôles;  on  a  ainsi  une  sorte  de 
généralisation  des  fonctions  Al  ou  des  fonctions  0  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  peuvent,  comme  on  sait,  se  tirer  directement  de  l'équa- 
tion diflerentielle  du  second  ordre 

y"  =  ay^  -t-  hy^  -t-  cy  ■+-  d. 


(  •-îC'  ) 
Dans   les  équation?;  qui  préccdoiit,  la  variable  indépendante  no  figure 
pas  explirilenieui.  l'renous  maintenant  l'équation  plus  générale 


(ir    d'y\ 


ny    ci'y\ 


oii  /  est  un  polynôme  en  y,  y'  ely".  Un  problème  avait  été  traité  pour  les 
équations  du  premier  ordre,  que  l'on  devait  songer  naturellement  h  étudier 
pour  les  équations  d'ordre  supérieur.  Ce  problème  est  celui  dont  un  éminent 
géomètre,  que  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  citer,  M.  Fuchs,  a  commencé 
l'étude,  et  sur  lequel  M.  Poincaré  a  donné  de  si  remarquables  résultats;  il 
est  relatif  à  la  classe  d'équations  différentielles  dans  lesquelles  les  points 
critiques  sont  fiœes,  c'est-à-dire  indépendants  des  constantes  arbitraires  figu- 
rant dans  l'intégrale  générale.  On  sait  qu'en  général  il  n'en  est  pas  ainsi, 
c'est-à-dire  que,  pour  une  équation  prise  arbitrairement,  les  points  critiques 
varient  d'une  intégrale  à  l'autre;  la  condition  indiquée  délimite  donc  une 
classe  d'équations,  et  celle-ci  a  été  étudiée,  pour  le  premier  ordre,  par 
M.  Fuclis  d'abord,  et  ensuite  par  M.  Poincaré  qui  a  porté  cette  tbéorie  au 
|ilus  liant  point  de  perfection. 

.I"ai  donc  tenté  cette  étude  pour  l'équation  du  second  ordre  ci-dessus 
écrite.  11  semble  au  premier  abord  que  l'extension  des  raisonnements  faits 
pour  une  équation  du  premier  ordre  va  être  facile;  il  n'en  est  rien.  On  peut 
bien  commencer  à  suivre  les  modes  de  raisonnement  employés  par  M.  Poin- 
caré; la  fin  du  raisonnement  n'est  malheureusement  plus  applicable.  Nous 
nous  trouvons  toujours  en  présence  du  même  fait;  une  certaine  transfor- 
mation biuniforme  n'est  pas  nécessairement  birationnelle,  et  c'est  ce  qui 
vient  changer  du  tout  au  tout  le  caractère  de  cette  théorie.  J'ai  dû  ici, 
comme  plus  haut,  circonscrire  la  question  au  cas  où  la  transformation  est 
birationnelle;  j'en  reparlerai  plus  loin. 


IV.  —  Équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  il  y  a  de  nombreux  exemples 
où  la  fonction  se  trouve  presque  complètement  définie,  par  la  nature  de 
ses  singularités.  Un  exemple  qui  restera  classique  se  trouve  dans  les  œuvres 
de  Riemann.  Dans  quelques  pages  très  remarquables,  surtout  si  l'on  se  re- 
porte à  répo(|ue  où  elles  ont  été  écrites  {Beitrdge  ziir  Théorie  der  durch 
Gaussche  Reihe  F(a,  |3,y,x)  darslellbaren  Functionen),  le  grand  géomètre 
traite  à  un  point  de  vue  tout  nouveau  la  série  hypergéométrique;  Riemann 


(   -27   ) 

ilctiiiil  les  fonclidiis  liv|ici',^fotin'lci(Hi('s  |i;ir  leurs  (rois  |)()iiil>  criliiiiics  cl  lc> 
i'X|>(»saiils  iclalils  à  ces  |i()iiits,  cxposiiiits  entre  les(|uels  est  assignée  une 
relation  eonvenalile.  Le  problènie  de  Hieniaiin  pent-il  être  étendu  an\  fonc- 
tions de  deux  variables  indépendantes?  Telle  est  la  (|nestioii  à  la(|uelle  je 
réponds  coni|)lèteinent  ("2(J);  je  nie  suis  pioposc  de  montrer  (|ue  certaines 
(onctions  de  deux  variables  indépendantes  peuvent  être  déterminées  pai- 
leurs  points  criti(|ues  et  les  exposants  coirespondants;  mais  ici  les  points 
singuliers  ne  sont  plus  en  nombre  limité,  et  il  y  aura  une  infinité  de  va- 
leurs des  variables  j:  et  \-,  (]Mi  seionl  pour  la  l'umiion  des  positions  singu- 
lières. 

Je  pose  le  problème  comme  il  suit  :  Soit  t\j^-, j)  une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes  illimitées  x  et  y  jouissant  des  propriétés  sui- 
vantes. Tout  d'abord  il  existe  entre  quatre  déterminations  de  la  fonction 
i\ne  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants.  Dans  le  voisi- 
nage de  toute  valeur  a  île  a-,  et  ^  de  y  ne  coïncidant  pas  avec  une  des  va- 
leurs o,  I  et  3C,  et  déplus  dillerentes entre  elles,  la  fonction  est  bolomorpbe 
par  rapport  à  .r  et  à  v;  a  étant  une  valeur  quelconque  dill'érente  de  o,  r 
et  3c,  trois  des  brandies  de  la  fonction  ont,  dans  le  voisinage  de  :r  =  o. 
v  =  a,  les  formes  suivantes  linéairement  indépendantes 

P,(a-,j),    l%(.r,j),    ./'-".-' P3(.r,,y), 

A  et  b,  étant  deux  constantes,  et  les  P  étant  des  fonctions  bolomorplies 
dans  le  voisinage  de  ar  ^  o,  y  ^  a.  Pareillement  dans  le  voisinage  de  a7  =  i , 
y  ayant  une  valeur  différente  de  o,  i  et  3c,  on  aura  trois  déterminations 
analogues,  en  remplaçant  seulement  dans  la  troisième  expression  x  par 

•r  —  I  et  substituant  une  nouvelle  constante  b^  à  b,.  Enfin,  pour.r  =  -^  =  :c, 
lin  a  trois  déterminations 

.1—'' •'[{,(.('',  y),     .r'-''^'B.,(.r',  y),     .r''->->''.-^-\*''.' Rj^r',,»-), 

K|,  \\..  et  Rj  étant  liolomorpbes  dans  le  voisinage  de  a^' =  o,  y  =  x. 

Nous  aurons  de  même  des  déterminations  analogues,  quand,  faisant  va- 
rier.r  dans  le  voisinage  d'une  valeur  distincte  de  o,  i  et  ac,  on  donne  à  v 
des  valeurs  voisines  de  ces  dernières,  les  divers  exposants  étant  représentés 
par  les  mêmes  lettres  accentuées,  et  nous  posons  de  suite  //,  =  b,,  b'.,  =  b^, 
/>;=  A,  A' =  63. 

Knfin,  pour  .r  =  j)' =  a.  on  a  les  delenninations  linéairement  indépen- 

«lantes 

A,(.r,j),     A,(.r,j),     (.r  -  j)'"*'-' A,(x,  j). 


(  ^«  ) 

Nous  établissons  que  la  fonction  Y{x,y)  est  dt-teiminèe  par  les  conditions 
prcccdentcs  :  je  veux  dire  que,  Y{ac,y)  étant  une  première  fonction  satisfai- 
■<ant  à  ces  conditions,  toute  autre  fonction  jouissant  des  mêmes  propriétés 
s'exprimera  linéairement  au  moyen  de  trois  déterminations  de  F  linéaire- 
ment indépendantes.  La  fonction  dont  nous  venons  d'établir  l'existence 
peut  être  mise  sous  forme  dintéiirale  définie;  considérons,  en  effet,  les 
intéiçraies 


f 
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gel  h  désignant  deux  des  cinq  quantités  o,  i,  j,  a;  et  oc;  ces  intégrales  ne 
sont  que  diverses  déterminations  de  notre  fonction  multiforme  Y(x,y). 

Si  l'on  fait  dans  l'intégrale  précédente  g'=i,  h  =  x,  on  obtient  une 
expression  liolomorphe  par  rapport  à  a-  et  à  y  dans  l'intérieur  des  cercles 
avant  pour  centres  respectifs  a:  =  o,  j  =  o  et  un  rayon  égal  à  l'unité  :  on 
])eut  la  développer  en  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de 
r  et  V.  Je  retrouve  ainsi  la  série  remarquable  découverte  auparavant  par 
y\.  Appell  et  donnée  par  lui  comme  extension  au  cas  de  deux  variables  de 
la  série  bypergéométrique  de  Gauss;  M.  Appell  avait  représenté  la  série  pré- 
cédente par  une  intégrale  double. 

La  fonction  F  satisfait  à  un  système  de  trois  équations  linéaires  simulta- 
nées du  second  ordre,  et  c'est  même  à  ce  système  que  j'arrive  d'abord.  Ces 
équations  simultanées  admettent  trois  solutions  communes  linéairement 
indépendantes;  M.  Appell  les  avait  aussi  obtenues.  Les  résultats  précédents 
s'étendent  d'ailleurs  d'eux-mêmes  à  un  nombre  quelconque  de  variables; 
on  peut  ainsi  obtenir  des  séries  hypergéométriques  d'un  nombre  quelconque 
de  variables. 

Le  problème  de  Riemann,  dont  je  donnai,  le  premier,  dans  ce  qui  précède, 
une  extension  au  cas  de  deux  variables,  a  depuis  fait  l'objet  de  divers  tra- 
vaux, parmi  lesquels  je  dois  citer  les  belles  recbercbes  de  M.  Goursat. 

Avant  de  quitter  les  systèmes  d'équations  linéaires,  je  signalerai  une 
Note  que  j'ai  publiée  en  commun  avec  M.  Appell  (26),  et  dans  laquelle  on 
montre  que  le  théorème  établi  pour  les  équations  linéaires  à  coefficients 
doublement  périodiques  peut  être  étendu  à  certaines  équations  différen- 
tielles linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  dep  variables  à  2p  groupes  de  périodes  conjuguées. 

Un  autre  sujet  de  recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
m'a  été  fourni  par  une  équation  du  premier  ordre.  Il  ne  semble  pas  qu'il  y 
ait  aujourd'hui  dans  ce  domaine  si  labouré  grand  sujet  d'études;  leur  inté- 


(  ^9) 
i,'ratiiiii  est  considoroo  comiiu'  un  (ail  acquis  à  la  Science,  parce  qu'un  sail 
la  ramentM'  à  l'intégralion  d'un  systènio  (l'f(|uations  dillercnlielles  ordi- 
naires. Kn  fait,  ce  second  problème  étant  loin  d'être  résolu,  il  y  :>  grand 
inlérél  à  étudier  des  classes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  dont 
quelque  solulion  puisse  s'exprimer  à  l'aide  de  transcendantes  t-onnues. 
(l'est  ce  (|ue  j'ai  essayé  de  faire;  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  à  citer  le 
Mémoire  de  Briot  et  Bouquet  sur  l'intégration  des  équations  ordinaires  ii 
l'aide  des  fonctions  doublement  périodiques.  Une  question  analogue  peu! 
se  poser  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 
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oii  /"est,  bien  entenilu,  un  polynôme  :  je  veux  parler  du  cas  où  cette  é(|Ma- 
tion  admettrait  comme  intégrales  des  fonctions  uniformes  qnadruplemenl 
périodi(|ues  de  a-  et  v  (3'»)  et  ((54).  Nous  commençons  par  élablir  le  tbéo- 
rème  suivant  qui  est  fondamental  pour  notre  étude,  et  dont  la  démonstra- 
tion exige  quelques  soins  :  «étant  une  fonction  uniforme  qnadruplemenl 
périodique  de  x  et  j',  soit /(w,  r,  (r)=  o  la  relation  algébrique  existant 

, ,  .    ,  .-  ,,  du    .  du     .  •    ,      ;  •      • 

entre  u  et  ses  dérivées  partielles  v  =^  ^  e{  w  ^  ^-  A  un  point  arbitraire 

de  la  surface  y  ne  correspond  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  x  etj, 

abstraction  faite,  bien  entendu,  de  multiples  de  périodes.  Je  montre  ensuite 

comment  on  peut,  de  la  seule  équation  diiïérontielle  donnée,  déduire  un 

système  de  deux   équations  aux  différentielles  totales,  donnant  la  solution 

quand  elle  existe.  Os  deux  équations  aux  dilTérentielles  totales  sont  de  la 

forme 

dx-^V  (m,  »',"■)</« -i- R  {u,  v,w)dt,', 

dy^  Pi(",  c,  iv)du  -+-  Ri(m,  f,  iv)rfc, 

OÙ  les  P  et  R  sont  des  fonctions  rationnelles  de  u,  v  et  w,  celles-ci  étant 
liées  par  la  relation/=  o.  Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  discuter  ce  système;  c'est 
un  point  dont  nous  avons  fait  une  étude  approfondie  et  sur  lequel  nous 
ri'viendrons. 

Passons  maintenant  aux  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre;  je  me  suis  uniquement  occupé  jusqu'ici  des  équations  linéaires.  Si- 
gnalons d'abord  une  étude  dont  un  extrait  seulement  a  été  publié  (81).  On 
connaît  la  transformation  célèbre  qui  porte  le  nom  de  Laplace,  et  par  la- 
(|uelle  le  grand  géomètre  intègre  les  équations  linéaires  ordinaires  pour 
les(|uelles  les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  variable  indé- 
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peadanto;  la  transformation  do  Laplaco  s'étend  d'olle-mêmc  aux  équations 
linéaires  aux  dérivées  parlicilos  du  second  ordre,  pour  lesquelles  les  coef- 
lieients  sont  des  fonctions  linéaires  des  deux  variables  indépendantes.  On 
a  alors  à  intégrer  une  équation  ditîerentielle  ordinaire  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré  dont  l'intégration,  impossible  en  général,  peut  cependant 
être  effectuée  dans  des  cas  étendus.  C'est  sous  forme  d'intégrale  double 
que  se  présentent  dans  cette  question  les  intégrales  de  l'éciuation,  et  ici  un 
point  fort  important  est  à  signaler.  Il  est  très  avantageux,  pour  tirer  tout 
le  parti  possible  de  la  méthode,  de  ne  pas  se  borner  à  la  signification  usuelle 
de  l'intégrale  double,  mais  de  prendre  une  telle  intégrale  avec  le  sens  plus 
^'énéral  que  lui  a  donné  M.  Poincaré  en  considérant  les  deux  variables 
comme  des  variables  complexes,  et  en  choisissant  convenablement  le  conti- 
luutm  d'intégration.  Nombreux  sont  les  types  d'équations  qui  se  trouvent 
ainsi  intégrées;  citons,  entre  autres,  l'équation  suivante 

(\^)  A^-^  +  aB-t — 3- H- C -T— ; -+- D -T hE^--i-F;=o, 

O.v-  oj:  ov  ay-  o.v  dy 

dans  laquelle  A,  B,  C  représentent  des  constantes,  tandis  ([ue  D,  E,  F  sont 
des  fonctions  linéaires  quelconques  de  x  et  j-. 

Un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  est  la  détermination  des  intégrales  par  des  conditions  aux 
limites.  Si  l'on  considère  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  comme 
celle  qui  est  écrite  plus  haut,  mais  où  les  coefficients  sont  des  fonctions 
(juelconques  de  ce  et  de  j,  il  résulte  du  théorème  général  de  Cauchy  sur 
l'existence  des  intégrales  qu'une  surface  intégrale  est  en  général  déter- 
minée quand  on  l'assujettit  à  passer  par  une  courbe  donnée  et  à  avoir  en 
tous  les  points  de  cette  courbe  des  plans  tangents  donnés.  Les  idées  essen- 
tielles pour  la  solution  du  problème  sous  cette  forme  ont  été  indiquées  par 
Kiemann,  et  elles  viennent  d'être  magistralement  développées  par  M.  Dar- 
boux  dans  ses  belles  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces.  Mais  on  peut  se 
placer  à  un  tout  autre  point  de  vue;  l'équation  classique  de  la  théorie  de 

la  chaleur  et  du  potentiel 

()-;        à':. 

a  montré  depuis  longtemps  qu'une  intégrale  d'une  équation  linéaire  aux 
dérivés  partielles  du  second  ordre  peut  se  trouver  déterminée,  quand  on 
donne  la  succession  de  ses  valeurs  sur  le  bord  d'un  contour  fermé,  pourvu 
qu'elle  soit  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  à  l'intérieur  de  ce  contour.  Ce 
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i^i'ino  lie  (lt'leriiiiii;ilioiis  pi'iit-il  s'ctciidrc  à  une  t'(|ii;i(iiiii  liiit'aire  qiu-l- 
rinuiiii'  (lu  socoiul  onlrt',  U'ilt-  (|iio  rc'(|ualioii  (E),  les  cocnicifiUs  étant  des 
ronctious  <]iu'lct»ii(|iu's  do  ,r  et  dey?  Il  y  a  ici  une  première  dislinclion  à 
l'iiiie  suivant  le  si^Mic  de 

dans  la  région  du  plan  (-r,)')  que  l'on  étudie.  Si  eette  expression  nesl 
pas  constamment  négative  dans  cette  région,  il  y  aura  en  général  une  infi- 
nité d'intégrales  satisfaisant  aux  conditions  indiquées;  il  pourra  mérne  en 
être  encore  ainsi  dans  une  région  où  ce  discriminant  est  négatif.  Mais  voici 
la  proposition  que  l'on  peut  établir  (83  )  : 

Soit  (■Va,r„)  un  point  pour  le([uel  le  discriminant  est  négatif;  on  peut 
délimiter  autour  de  ce  point  un  certain  domaine  tel  que,  C  désignant  une 
courlte  fermée  quelconque  tracée  dans  ce  domaine,  il  ne  puisse  exister 
(liMix  intégrales,  uniformes  et  continues  dans  l'aire  limitée  |)ar  C,  et  pre- 
nant sur  cette  courbe  la  même  valeur. 

l-a  question,  surtout  intéressante,  est  la  proposition  réciproque,  je  veux 
dire  la  démonstration  de  l'existence  et  la  détermination  d'une  intégrale 
donnée  par  ses  valeurs  sur  un  contour  C.  Nous  y  parvenons  en  nous  servant 
d'une  métbode  d'approximations  successives,  qui  me  parait  assez  impor- 
tante pour  que  j'indique  ici  son  principe.  On  ne  diminue  pas  la  généralité 
de  la  ([uestion  en  se  bornant  à  l'équation 

â^ii       d-ti       ,  du         du 

T~^  -H  :r^  =  «  T — I-  e  ^ — h/u. 

OJ'-        ay-  (/.r  oy      '' 

Partons  donc  de  cette  équation  et  mettons  d'abord  zéro  dans  le  second 
membre  ;  nous  intégrerons  l'équation  restante  Am  =  o,  à  l'aide  de  la  con- 
dition aux  limites  :  soit  m„  la  fonction  ainsi  trouvée.  Continuant  notre  ap- 
proximation, nous  mettrons  «„  dans  le  second  membre  à  la  place  de  w,  et 
nous  formerons  une  fonction  Uy  satisfaisant  à  celte  nouvelle  équation  et 
s'annulanl  sur  le  bord  ;  nous  procédons  ainsi  indéliniment  et  obtenons  île 
cette  manii're  une  suite  indéfinie  u.,,  . . .,  w„,  . ...  La  série 


donne  la  solution  du  problème  propose. 

Le  théori'Uie  général  qui  précède  est  relatif  à  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  quelcont|ue.  Il  y  a  une  classe  d'équations  linéaires  se  rappro- 
chant  plus  spécialement  tle  ré(|ualion  de  Laplacc,  et  pour  lesquelles  cer- 
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taines  facilités  se  présentent  dans  la  solution  du  problème  dont  nous  ve- 
nons de  parler  (80)  :  ce  sont  les  équations  auxquelles  on  est  conduit  quand 
on  égale  à  zéro  la  première  variation  d'une  intégrale  double  dont  l'élément 

l'sl  de  la  Forme 

^,  /       ()ii    dit\         , 

/"clant  une  forme  luiadratiiiue  homosène  en  i/,  -^>  -r-  dont  les  coefficients 
'  •  ^  a.r    ()y 

sont  des  fonctions  quelconques  de  .r  et  j,  la  variation  de  u  sur  le  contour 
il'intégration  étant  supposée  nulle;  ces  équations  peuvent  toujours  se  ra- 
mener par  un  changement  de  variables  et  de  fonction  à  l'équation 

;)■-//        d-u 

d.r-        dy-         '  •/  '     ' 

(jui  a  fait  l'objet  de  bien  des  recliercbes.  Au  point  de  vue  qui  nous  occupe, 
il  faut  citer  un  remarquable  31émoire  de  M.  Scbwarz,  qui  a  été  le  point  de 
départ  de  notre  travail  (85).  Nous  montrons,  en  particulier,  comment  les 
belles  méthodes  employées  par  le  géomètre  de  Gôttingne  dans  l'étude  de 
l'équation  de  Laplace  peuvent,  sous  certaines  conditions,  être  étendues  à 
l'équation  précédente;  signalons  l'extension  du  pi'oeédé  nilernc.  qui  joue 
encore  ici  un  rôle  important. 


DiaXIKMK  CIIAlMTHi:. 


ETl  DE  ALr.ÉRHlQUE  ET  AlUTIl.MÉTIUl  K  DES  TIlANSl OHM  \TIONS 
ET  DES  GHOLl'ES. 


La  théorie  des  formes  et  des  transforiiiafions  apporte  de  précieux  secours 
à  la  tliéorie  des  fondions  et  des  é(|nations  diiïérentielles  ;  c'est  ainsi  que 
j'ai  été  conduit  à  ni'occuper  des  reclierches  aritliniéti(|nes  et  alîïéhriques 
qui  suivent. 


I.  —  Formes  algébriques,  groupes  hyperfuchsiens  et  hyperabéliens. 

L'étude  aiillinietique  des  formes  algébriques  forme  un  (Chapitre  iai)ilal 
de  la  théorie  des  nombres.  Dès  que  je  fus  entré  dans  cette  élude,  je  ne  tar- 
dai pas  à  voir  l'intérêt  qu'elle  pourrait  présenter  en  donnant  des  exemples 
étendus  de  ces  groupes  discontinus  sur  lesquels  les  recherches  de  M.  Poin- 
caré  venaient  d'appeler  si  brillamment  l'attention.  A  ce  point  de  vue,  les 
formes  binaires  réelles,  telles  que  Gauss  les  étudie  dans  un  Ouvrage  cé- 
lèbre, ne  pouvaient  pas  me  conduire  au  but.  Il  en  est  tout  autrement  des 
formes  quadratiques  binaires  à  indéterminées  conjuguées  dont  .M.  Ilermite 
avait,  il  y  a  longtemps,  montré  l'intérêt  dans  des  questions  d'un  loiil  aiilre 
ordre,  notamment  dans  l'extension  aux  quantités  complexes  de  la  théorie 
des  fractions  continues  arithmétiques.  Nous  entendons  par  forme  (|uadra- 
li((ue  binaire  à  indéterminées  conjuguées  une  ex|)ressi(in  de  la  forme 

où  rï  et  c  sont  des  quantités  réelles,  h  et  b„  deux  quantités  complexes  con- 
juguées, X  et  y  désignent  deux  indéterminées  avant  respectivement  pour 
conjuguées  x^  et  v„.  Je  me  suis  proposé  (  M  )  de  faire  l'élude  arilhmélique 
P.  "> 
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ilo  cotte  l'orme,  en  siip|iosanf  que  les  coefficients  soient  des  nombres  entiers 
{b  étant  un  entier  complexe  de  Gauss  )  et  (lue  la  forme  soit  indéfinie 

{/>/,„— ac>o). 

l.a  méthode  qui  ramène  l'étude  arillinieticiue  d'une  l'oiiue  léelle  indétinie  à 
la  réduction  continuelte  d'une  forme  définie  dépendant  de  certains  para- 
mètres arbitraires  peut  s'étendre  aux  formes  quadratiques  à  indéterminées 
conjuguées,  et  cette  extension  est  le  point  de  départ  de  mon  étude  sur  les 
formes  binaires  indéfinies.  La  forme  définie  que  nous  sommes  conduit  ;» 
associer  à  la  forme  indéfinie  donnée  ne  renferme  qu'un  pai'amètre  (com- 
plexe) arbitraire  z,  et  il  sufTit  de  donner  à  ce  paramètre  toutes  les  valeurs 
complexes  de  module  inférieur  à  l'unité.  Les  conditions  de  réduction  de  cette 
forme  sont  susceptibles  d'une  interprétation  géométrique  remarquable,  à  la- 
quelle nous  devons  d'avoir  pu  effectuer  sans  peine  la  réduction  conti- 
nuelle :  elles  expriment  que  le  point,  dont  l'affixe  est  z,  doit  être  à  l'inté- 
rieur d'un  polygone  limité  par  des  arcs  de  cercles  orthogonaux  au  cercle  de 
rayon  un. 

En  effectuant  la  réduction  continuelle  de  la  forme  définie  associée,  on 
obtient,  sur  le  plan  où  est  représenté  le  paramètre  complexe  :-,  un  réseau 
indéfini  de  polygones  et  ce  réseau  ne  recouvre  qu'une  seule  fois  la  surface  du 
cercle  de  rayon  un.  On  passe  d'un  polygone  à  un  autre  par  une  substitution 
linéaire  de  la  forme 

''  Cs-i-D 

Ces  substitutions  forment  un  groupe  fuchsien  ;  il  est  isomorphe  au  groupe 
des  substitutions  linéaires  transformant  la  forme  donnée  en  elle-même. 
Les  considérations  précédentes  donnent  alors  les  substitutions  fondamen- 
tales de  l'un  et  l'autre  de  ces  groupes.  J'ai  développé  entièrement  les  cal- 
culs pour  la  ïorme  f^  xx^ —  "^-yy»  \  il  y  a  dans  ce  cas  (|uatre  substitutions 
fondamentales  pour  le  groupe  correspondant. 

Après  avoir  montré  comment  on  peut  construire  un  polygone  fondamen- 
tal du  groupe,  il  était  intéressant  de  compléter  l'étude  de  ses  substitu- 
tions (82).  Celles-ci  sont,  en  général,  hyperboliques,  c'est-à-dire  que.  pour 
une  forme  prise  arbitrairement,  il  n'y  a  pas  de  substitutions  elliptiques: 
quant  aux  substitutions  paraboliques ,  la  condition  nécessaire  et  suffisanti- 
pour  leur  existence  est  que  le  discriminant  de  la  forme  soit  une  somme  de 
deux  carrés.  Dans  son  beau  Mémoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes  et  l'Arith- 
métique, M.  Poincaré  a  donné  une  généralisation  bien  remarquable  des 
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(■(|ii;tliiins  iMO(liil;iiics.  l'ji  ;i|i[ili(|ii;inl  le  iiK'iiir  (iidic  d'idées  ;iii\  roiictioiis 
tïiclisiiMiiU's  provi'iiaiil  d'iiiu'  l'orme  qiia<lrati(|ue  hinaiic  à  iiuléleimiiiécs 
iniiiiii,'ué('s,  on  est  condiiil  sans  aneune  peine  à  une  nouvelle  ifénéralisa- 
lion  de  ces  é(|iialioMS.  (le  résultat  peut  être  ainsi  énonci-  :  soient  /"  nue 
(orme  (|uadrati(|ue  hinaire  indélinio  et  G  le  groupe  luclisien  conespoudant. 
formé  par  les  substitutions  à  coenicients  entiers  transformant  la  forme  eu 
elle-même.  Considérons,  d'autre  part,  une  substitution  transformant  /en 
elle-même,  dont  les  coefficients  ne  soient  pas  des  entiers,  mais  seulement 
des  nombres  commensui'ables  (réels  ou  complexes);  à  cette  sul)slilnliiiii 
correspond  une  substitution  de  la  forme 


{^ 


'  cz+c/J' 


a,  ù,  c,  cl  étant  des  entiers,  mais  le  déterminant  ad  —  hc  étant  ditl'érent  de 
l'unité.  Ceci  posé,  si  F(:)  désigne  une  fonction  fuchsienue  de  groupe  (i,  // 

V  aura  une  relation  algébrique  entre  V{z)  et  F(  -^ — ^  )  ;  ce  sont  là  les  équa- 
tions ali^ébriques  (|ui  comprennent  visiblement  comme  cas  particuliers  les 
équations  modulaires,  celles-ci  correspondant  au  cas  où  la  forme  /se  réduit 
à  ixYo  —  i^oY- 

Nous  venons  de  parler  de  ces  groupes  dont  l'étude  générale  a  été  faite 
par  AI.  Poincaré  et  qui  ont  été  appelés  par  lui  groupes  fuclisiens.  Un  tel 
groupe  est  formé  de  substitutions  linéaires  fractionnaires  qui  transforment 
toutes  en  lui-même  un  certain  cercle  fondamental;  de  plus,  il  est  discon- 
tinu, c'est-à-dire  qu'étant  donnée  une  valeur  arbitraire  de  =.  toutes  ses 
transformées  par  les  substitutions  du  groupe  en  diffèrent  d'une  quantité 
linie.  Le  premier  exemple  d'un  tel  i;roupe  avait  été  donné  |)aila  liiéiirii'  «les 
fonctions  modulaires. 

Après  avoir  lu  le  Mémoire  de  .M.  Poincaré  sur  les  groupes  fuclisiens,  je 
me  demandai  immédiatement  s'il  existe  des  groupes  discontinus  contenus 
dans  le  groupe  linéaire  à  deux  variables,  c'est-à-dire  dans  le  gi-onpe  des 
-ubsliuitions  relatives  aux  variables  u  et  c  de  la  forme 


/  o' u -\- b' i' -h  c'    a"  Il  +  b"  i' -\- c"  \ 

\  au  -(-  OC  -)-  C         au  +  b\'  -h  c     I 


l'ii  seul  exemple  d'un  tel  gron|ie.  mais  bien  peu  utile,  s'olli-iil  ii  l'esprit, 
celui  <lu  groupe  à  quatre  périodes,  formé  de  quatre  substitutions  de  la 
forme  ( //,  c,  « -4- x,  f -i- p).  Aucun  exemple  analogue  au  groupe  modu- 
laire ne  se  |)résenlait,  et  il  n'\    avait  rien  ii  demander  sui'  ce   point  à   la 
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lliéorio  (les  Ibnctions  abolicnnes,  (ont  au  moins  sous  sa  forme  classique. 
Par  quoi,  d'aillours,  se  trouverait  remplacée  ici  la  condition  imposée  aux 
substitutions  du  groupe  fuclisien,  de  conserver  un  certain  cercle?  C'est  alors 
t|ue  la  pensée  de  recourir  aux  formes  quadratiques  ternaires  à  indéterminées 
conjuguées  vint  me  tirer  d'embarras  (44).  Soit 

/(.r,r,  :,a-„.  Ko.  ^o) 

une  forme  iniadrali(|iie  ternaire  iiuléfinie  à  indéterminées  conjuguées;  si 

l'on  pose  -  ^u,  ~  =  c.   l'équation  /  — o  représentera,  dans  l'espace  à 

(|nalre  dimensions  correspondant  aux  deux  variables  complexes  u  et  c,  une 
certaine  surface  il  à  trois  dimensions.  Cette  surface  1  joue  le  rôle  du  cercle 
(le  tout  à  l'Iieure,  et  j'appelai  groupe  /ivperfuc/isien  tout  groupe  linéaire  dis- 
continu transformanl  en  elle-même  la  surface  i.  Au  point  de  vue  algébrique, 
la  forme/ peut  toujours  être  transformée,  par  une  substitution  linéaire,  en 
la  forme  ±.(^xxa+  yya  —  ^^-o)  ^t'  P'**'"  suite,  la  surfiice  Z  être  ramenée  à 
Vhypersphére,  représentée  par  l'équation 


Dans  le  cas  des  groupes  fucbsiens,  il  n'y  a  pas,  au  point  de  vue  du 
groupe,  de  distinction  essentielle  à  faire  entre  l'intérieur  et  l'extérieur  du 
cercle  fondamental.  Il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'il  en  soit  de  même  dans  le 
cas  actuel;  c'est  seulement  à  l'intérieur  de  l'iiyperspbère  que  l'on  pourra, 
en  général,  affirmer  la  discontinuité  du  groupe.  Pareilles  différences  se 
rencontrent  quand  on  veut  distinguer  en  substitutions  elliptiques  et  hyper- 
boliques les  substitutions  précédentes.  Celles-ci  ont,  en  général,  trois 
points  doubles;  dans  le  cas  d'une  substitution  elliptique,  un  des  points 
doubles  esta  l'inférieur  de  l'hypersphère  et  les  deux  autres  à  l'extérieur, 
et,  dans  le  cas  d'une  substitution  byperbolique,  deux  des  points  doubles 
sont  sur  la  surface  de  l'hypersphère  et  le  troisième  à  l'extérieur. 

Les  considérations  (|ui  précèdent  sont  purement  algébriques;  nous 
n'avons  indiqué  jusqu'ici  aucun  exemple  de  groupe  hyperfuchsien  :  rien 
même  ne  prouve  l'existence  de  tels  groupes.  Mais  rappelons-nous  mainte- 
nant l'étude  arithmétique  faite  sur  les  formes  quadratiques  binaires  à  indé- 
terminées conjuguées.  Ces  formes  nous  ont  conduit  à  une  classe  de  groupes 
fucbsiens;  nous  devions  donc  penser  que  les  formes  quadratiques  ter- 
naires à  indéterminées  conjuguées  nous  conduiraient  pareillement  à  une 
classe  de  groupes  hyperfuchsiens.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet,  et  nous  avons 
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développé  celle  étude  dans  dillcii-iils  Mémoires,  (')I),  (.")2  )  e(  (53).  Les 
coefficienls  de  la  l'orme  |iciivfiil,  d'iine  manière  générale,  élrc  supposés 
des  entiers  compIcM's  rmiiics  avi'c  les  racines  d'une  équation  du  serond 
degré  à  coellicienls  entiers  et  à  discriminant  négatif.  Bornons-nous  à  parler 
du  cas  où  ces  entiers  sont  a  -H  bi.  A  la  forme  iru/c/i/iic/nous  associons  une 
Ibrme  délinie  o  dé[)eri(lant  de  deux  paramètres  complexes  ^  et  yj,  assujettis 
à  rester  à  l'intérieur  de  l'iiypersplière  de  rayon  un.  C'est  en  ellecluant  \ii  ré- 
(lucilon  continuelle  de  la  forme  o  que  l'on  se  trouve  amené  à  partager  l'inté- 
rieur de  l'Iiypersplière  en  un  réseau  indéfini  de  polyèdres  remplissant  une 
seule  fois  son  volume,  et  l'on  passe  d'un  polyèdre  à  un  autre  par  une  sult- 
stitution  linéaire  (fractionnaire  )  elfectuée  sur  H  et  r,.  Ces  sultstidilions  en 
nomltre  intini  forment  un  groupe  :  c'est  un  groupe  livperfuclisien.  Ci- 
groupe  sera  compli-tement  caractéi'isé  par  un  de  ces  polyèdres.  In  point 
très  important,  résultant  de  notre  étude,  est  que  chacun  de  ces  polyèdres 
(i  un  nombre  limité  (mais  au  moins  un)  de  points  communs  avec  la  surface  de 
r/ivpersp/icre.  La  véritable  raison  de  ce  fait  est  que  zéro  peut  être  repré- 
senté |)ar  toute  forme  tertiaire  indéfinie  à  indéterminées  conjuguées.  On 
sait,  d'après  Gauss,  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  en  général,  pour  les  formes 
ternaires  réelles.  .Après  avoir  donné  ces  exemples  très  étendus  dégroupes 
liyperfuchsiens,  nous  sommes  bien  assuré  de  l'existence  de  tels  groupes; 
mais  il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  tous  ces  exemples,  le  polyèdre  fonda- 
mental a  un  ou  plusieurs  points  communs  avec  la  surface  de  l'hypersphère 
limite.  Il  existe  cependant  des  groupes  hyperfuchsiens  pour  lesquels  le  d(»- 
maïue  fondamental  n'a  aucun  point  commun  avec  la  surface  de  l'Iiyper- 
splière;  nous  en  donnerons  plus  loin  quelques-uns  qui  nous  ont  été  fournis 
parla  série  bypei'géométrique  de  deux  variables.  Quant  à  la  genèse  géné- 
rale des  groupes  hyperfuchsiens,  on  se  rend  aisément  compte,  après  les 
travaux  de  .M.  Poincaré  sur  les  groupes  fuchsiens,  qu'elle  constitue,  comme 
chez  ces  derniers,  un  problème  qui  est  uniquement  d'ordre  algébrique; 
mais,  toute  représentation  géométrique  faisant  défaut,  cette  recherche 
directe  serait  tellement  pénible  qu'elle  est  réellement  impraticable. 

Parmi  les  généralités  rcdalives  aux  grou|)es  hyperfuchsiens,  je  signalerai 
la  notion  capitale  des  ordres  de  connexité.  A  chaque  groupe  fuchsien  cor- 
respond un  nombre /j  que  M.  Poincaré  appelle  \q  genre  du  groupe.  On  doit, 
dans  la  théorie  des  groupes  hy|)erfuclisiens,  distinguer  deux  nombres  fon- 
damentaux p,  ei  p.^,  répondant  aux  annexions  du  preniiei'  et  du  sei-ond 
ordre  du  groupe;  quant  au  nombre  />3,  répondant  à  la  contiexion  du  troi- 
sième ordre,  il  est  égal  à/;,.  Voici  la  définition  précise  de  ces  nombres  : 
soit  0  un  |)oly('(lre  fondamental  du  groupe;  ce  domaine  -i  (|iia(r<'  dimensions 
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est  limité  par  certains  espaces  à  trois  dimensions  dont  les  points  se  corres- 
pondent respectivement  deux  à  deux  par  les  substitutions  fondamentales 
du  groupe,  et  devront,  dans  ce  qui  suit,  être  considérés  comme  confondus. 
C'est  ainsi  que  nous  disons  qu'un  espace  à  m  dimensions  {m<C,  4)  contenu 
dans  0  est  fermé,  quand  les  points  où  cet  espace  rencontre  la  limite  de  o  se 
correspondent  deux  à  deux;  un  espace  fermé  peut  nécessairement  alors  se 
composer  de  parties  distinctes  :  nous  ne  considérons  d'ailleurs  que  des 
espaces  ne  se  coupant  pas  eux-mêmes.  Un  ou  plusieurs  espaces  fermés  à 
m  dimensions  constituent  le  contour  d'un  espace  à  (/n+  i)  dimensions 
contenu  dans  o,  quand,  par  ces  espaces  à  m  dimensions,  on  pourra  faire 
passer  un  espace  fermé  à  (m -h  i)  dimensions,  dont  ils  limitent  une  partie. 
Ceci  posé,  si  l'on  peut  imaginer  dans  o  un  nombre  />,„  d'espaces  fermés  à 
m  dimensions  qui  ne  puissent  pas  constituer  le  contour  d'un  espace  fermé 
h(m-\-  i)  dimensions,  mais  tel  que  tout  autre  espace  fermé  à  m  dimensions 
puisse  constituer  avec  une  partie  d'entre  eux  ou  avec  tous  le  contour  d'un 
espace  fermé  à  (m  -+-  i)  dimensions  contenu  dans  o,  nous  disons  que  le  do- 
maine 0  a  une  connexion  de  m""'""  espèce  d'ordre /),„-f-  i  ;  en  faisant  w  =  i, 
2,  3,  on  a  les  nombres  dont  il  a  été  parlé  plus  baut  et,  comme  je  l'ai  dit, 
p,  est  égal  A  Pi- 

L'étude  des  groupes  fucbsiens  épuisait  la  recbercbe  des  groupes  discon- 
tinus pour  le  cas  d'une  seule  variable;  c'est  qu'en  effet,  dans  ce  cas,  la 
seule  substitution  birationnelle  étant  la  substitution  linéaire,  la  tbéorie  des 
groupes  discontinus  est  contenue  tout  entière  dans  la  célèbre  théorie  de 
!\I.  Poincaré.  I-e  problème  est  bien  plus  étendu  dans  le  cas  de  deux  varia- 
bles; ici  les  groupes  linéaires  ou  hyperfuclisiens  dont  nous  venons  de  par- 
ler ne  forment  que  le  premier  terme  d'une  suite  indéfinie.  Il  y  aurait  lieu 
de  faire  l'étude  des  groupes  discontinus  dont  les  substitutions  sont  bira- 
tionnelles;  c'est  un  problème  que  je  n'ai  pas  encore  approfondi  dans  sa 
généralité  :  j'y  reviendrai  quelque  jour.  Mais  j'ai  toutefois  étudié  un  nou- 
veau cas  particulier,  qui  est,  en  définitive,  un  groupe  quadratique,  diffé- 
icnt  par  conséquent  essentiellement  du  cas  hyperfucbsien  ;  j'ai  donné  à  ces 
groupes  le  nom  de  groupes  hyperabéliens,  et  c'est  encore  |)ai'  des  considéra- 
tions aritbméti([ues  que  j'ai  été  conduit  à  les  envisager;  c'est  ce  que  je  vais 
indiquer. 

Laissons  de  côté  maintenant  les  formes  à  indéterminées  conjuguées  et 
revenons  aux  formes  réelles.  Considérons  (ôo)  les  formes  quadratiques 
réelles  à  quatre  variables  et,  parmi  celles-ci,  les  formes  indéfinies  qui, 
mises  sous  la  forme  d'une  somme  algébrique  de  quatre  carrés,  présentent 
deux  fois  le  signe  plus  et  deux  fois  le  signe  moins.  A  une  telle  forme  nous 
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associons  une  l'ornit'  détinic  rtiileinKinl  ilcux  païainèlres  comploxfs  cet  r,: 
ici,  dans  ces  paraniètics,  les  coeriicicnls  tle  \  —  i  doivent  être  supposés 
positifs.  (>'esl  encore  la  réduction  continuelle  de  celte  forme  définie  qui 
nous  conduit  au  jjroupe  cherché.  L'ensemhie  des  deux  <lenii-p!ans  relatifs 
aux  variahles  ^  et  y)  se  trouve  subdivisé  en  un  réseau  infini  de  régions  rem- 
plissant une  seule  fois  cet  espace  à  quatre  dimensions,  et  l'on  passe  d'une 
région  ii  une  autre  par  une  substitution  de  i'iino  ou  l'anlrt'  forme  : 


/.         az,-h  b    a'rt  -h  b'  \ 
Y      '  cl  +  d'  c'rt-i-d'J' 

[c,rt,  Ç,  -7^ krr  )• 


(Jn  voit  que  IDn  a  ainsi  un  lype  de  itnuipe  tout  à  fait  distinct  du  groupe 
liyperfiicbsien.  et  la  dillérence  n'est  pas  seulement  dans  la  forme  analy- 
liijue  de  la  substitution,  mais  aussi  dans  le  fait  qu'il  y  a  deiir  limites  au 
lieu  d'une  seule  au  domaine  naturel  du  groupe. 


II.  —  Groupe  de  transformations. 

Sous  la  dénomination  que  je  viens  de  transcrire,  l'ilhisfre  géomètre  nor- 
végien Sophus  Lie  a  fondé,  dans  ces  dernières  années,  une  théorie  entiè- 
rement neuve,  qui  est  incontestablement  appelée  à  jouer  un  rôle  capital  dans 
diverses  parties  du  Calcul  intégral.  Au  point  de  vue  des  généralités  théo- 
riques, M.  Lie  a  laissé  seulement  à  glaner  aux  lecteurs  de  ses  beaux  travaux; 
il  n'en  est  pas  de  même  })our  ce  qui  concerne  le  champ  des  applications  qui 
est  extrêmement  étendu.  On  verra  plus  loin  que  les  points  de  vue  de  M.  Lie 
m'ont  été  très  utiles  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques;  ils  m'ont 
permis  de  même  d'aborder  une  question  fort  intéressante  concernant  les 
équations  dilférentielles  linéaires  (42)  et  (56). 

Les  analogies  entre  les  éfjuations  différentielles  linéaires  et  les  équations 
algébriques  ont  été  depuis  longtemps  signalées.  On  n'a  pas  cependant,  à  ma 
connaissance,  cherché  à  développer  pour  les  équations  linéaires  une  théorie 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  par  Galois  pour  les  équations  algébriques. 
J'établis  une  proposition  qui  semble  correspondre  au  théorème  fondamental 
de  Galois,  et  je  suis  ainsi  conduit  à  la  notion  de  ce  que  j'appelle  le  groupe 
de  transformations  linéaires  correspondant  à  l'équation  différentielle.  J'em- 
ploie cette  expression  de  groupe  de  transformations  dans  le  même  sens  que 
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.M.  Lie;  ii  ne  faut  pas  confondre  ce  groupe  avec  ce  que  l'on  appelle  généra- 
lement le  groupe  de  l'équation  linéaire.  Soit  une  substitution  linéaire  effec- 
tuée sur  m  lettres  ■»',,  y.^,  . . .,  y,„ 

V,=  On  y,  -f-  «,2,1-2  +  .  ■■+a„„y„„ 
,     V.,=;  nr,,  V,  -t- -t-  rt»,„  ■)■„,, 

(S)  .:...... ..:.., 

Y„,=  rt«,i.l'l-î- -^  «,„mjm. 

Supposons  que  les  a  soient  des  fonctions  algébriques  d'un  certain  nombre 
de  paramètres  arbitraires.  Si,  donnant  à  ces  paramètres  deux,  systèmes  de 
valeurs  arbitraires,  on  obtient,  en  multipliant  les  deux  substitutions  ainsi 
formées,  une  troisième  substitution  qui  soit  de  même  forme  que  les  deux 
premières,  c'est-à-dire  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  les  paramètres  ont  un 
troisième  système  de  valeurs,  nous  dirons  que  la  substitution  (S)  définit 
un  groupe  de  transformations. 

C.onsidère-t-on  maintenant  une  équation  différentielle  linéaire  à  coeffi- 
cients rationnels  et  à  intégrales  régulières,  dont  r,,  r^,  . . .,  y,,,  désigneront 
un  système  fondamental  d'intégrales,  on  a  la  proposition  suivante  qui  est 
l'analogue  du  théorème  fondamental  de  Galois  dans  les  équations  algébri- 
(|ues  : 

//  existe  un  groupe  G  de  transformations  linéaires  jouissant  des  propriétés 
sunantes  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x,  (/e  v,,  Vj,  . . .,  v,„  et  de  leurs  dérivées,  s' ex- 
primant rationnellement  en  foncti)n  de  x,  reste  invariable  quand  on  effectue 
sur  y,,  Vo,  . . .,  y,„  les  substitutions  du  groupe  G. 

A  ce  théorème  il  faut  joindre  sa  réciproque  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x  et  de  v, ,  y.,,  ...,  y,„,  ainsi  que  de  leurs  déri- 
vées, qui  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G,  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X. 

La  question  se  pose  maintenant  de  la  recherche  des  groupes  de  transfor- 
mations linéaires  algébriques,  tels  que  G;  c'est  un  problème  qui  n'offre  pas 
de  difficultés  théoriques,  mais  les  calculs  présentent  de  grandes  com- 
plications. Je  les  ai  développés  seulement  dans  un  cas  particulier  d'ailleurs 
fort  étendu;  ce  cas  est  celui  où,  en  désignant  par  A,(/),  A.,(/),  . . .,  Ar(/) 
les  /•  substitutions  infinitésimales  du  groupe,  le  crochet  (A,,  A,va)  <?ï*t  ime 
fonction  linéaire  de  A,,  A. A,va  i-  Nous  indiquons  ainsi  en  particulier 
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Ions  les  j;i'oii|t('S  iili^clii  ii|iirs  ilc  (liiiislbiriialiuiis  ii  diii.v  |)iiraiiii'lrcs.  Ajoii- 

loiis  oiu'oro  (l'mic  iiiimit-rc  jiéiirralc  (|ii('  l'i'liidr  du  i^rdiipc  de  Iransloi'inatioii 

d'une  i'(|iialiuii  liiu'aiie  os(  intiiiicineiit  liée  ii  la  reiliciTlic  des  pnlyiiAiiies 

<Iy\  <ly,„  rf'"-'  y.  (l">-^  y,„  ,    . 

•'Il  V,.  1' v,„;    ;  -.  ■  ■•>  -7—.  •  •  ■>     ■  ,„•,-.  •■  •.     ,  „;  ,  1  (iiii  se  retiiddiii- 

sent,  à  nu  faetenr  piés,  ijuand  (in  ellVelne  snr  les  v  un  ciiM'inhlr  di'  Milisli- 
t niions  linéaires. 

Plusienrs  gronpes  de  liaiisidiiiialions  iilïieiit  iiii  i;i;iiid  iiiliTel  !;é(inié- 
triquo;  nn  exemple  des  plus  simples  est  donné  par  la  Milisliliilinn  linéaire 

(  :;,  "77 -,  )>  où  les  coeftieients  (t,  b.  c,  d  sont  ré(ds  et  où  ad      //(.('sl  pdsilif; 

i-elte  snlislilntion  tianst'oiine  en  Ini-méme  le  demi-plan  silné  d'un  eùlé  de 
l'axe  des  (|nantités  réelles,  .l'ai  voulu  liouver(.JO)une  siihstilnlion  analogue, 
relative  ii  l'espaee,  transformant  en  tdle-méme  la  portion  de  l'espace  située 
lin  même  eolé  d'un  plan.  A  ee(  elle!,  j'ai  i('mar(|ué  (|ne  la  transformation 
d'un  deini|)lan  [r.  y)  l'cvenail  à  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  les 
varialdes  \,  V,  de  la  forme  (piadrarKjiH' 

(.r'--t- v"-)Y2-(- 2x\Y  +  X^; 

pareillemeiil,  en  pienani  [lonr  poini  de  (léj)art  la  forme  à  indéterminées 
conjuguées 

(  ""u  +  ;- )  V  Y„  +  «  X  V„  +  ?^,  X„  V  +  \\, , 

où  «  ^  ,r  +  ly,  toute  substitution  linéaire  effectuée  dans  celte  forme  snr 
X  et  Y  revient  à  une  transformation  iclative  aux  points  (ar,  r,  :;)  situés  du 
même  côté  du  plan  3  =  o.  Je  croyais  cette  transformation  nouvelle,  (juand  je 
me  suis  aperçu  qu'elle  coïncidait  avec  celle  dont  s'était  occupé  M.  i*oincaré 
dans  son  Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens,  et  (|u'il  avait  obtenue  par  une 
voie  géométrique.  La  méthode  que  j'ai  suivie  donne  immédiatement  la  gé- 
néralisation du  groupe  modulaire  :  on  obtient  ainsi  nn  groupe  discontinu 
dans  lequel  le  demi-espace  se  trouve  divisé  en  une  inlinité  de  polyi'drcs  ii 
faces  spliériques;  ce  groupe  provient  des  substitutions,  ii  coefTicienIs  entiers 
complexes  et  de  déterminant  un,  eirectuées  sur  la  forme  ci-dessus. 

l'ne  antre  recherche  se  rattachant  à  la  théorie  des  groupes  est  purement 
ai'illimélitjue(.'î3);  elle  trouve  son  origine  dans  l'étude  de  la  transformation 
de  fonctions  abéliennes  spéciales  du  genre  trois,  dont  je  parlerai  dans  la 
théorie  des  fonctions.  l'aitons  de  la  forme  (|uadrali(|ue  ternaire  à  indéter- 
minées conjuguées 

xy„  -t-  x„ _^>'  +  zz^, 
I'.  .  ^  ^ 
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ot  considérons  IVnsemblo  des  substitiilioiis  à  cocnk-uMits  entiers  complexes 
lormés  avec  les  racines  cubiques  de  l'unilé,  reproduisant  la  forme  précé- 
dente à  un  f;\cteui'  constant  près  Â-,  ce  nombre  sera  nécessairement  un  en- 
tier réel,  et,  de  plus,  il  doit  être  la  noi'nie  d'un  nombre  complexe  formé 
avec  les  racines  cubiques  de  l'unilé,  c'est-à-dire  un  nomlue  de  la  forme 
a^  ^  al)  -h  b-.  Ces  substitutions  ne  forment  bien  évidemment  un  i;roupe 
que  si  X-  =  i;  nous  désignerons  ce  groupe  par  C  Je  définis,  comme  é{|uiva- 
lenles,  deux  subslilulions  S  el  S'  correspoiidanl  l\  la  même  valeur  de  /■,  si 
l'on  a 

T  élanl  une  substitution  du  groupe  G.  Le  nombre  /■  étant  donné,  une  (|ues- 
tion  Iri's  importante  se  présente  pour  la  théorie  de  la  transformation  des 
fonctions  abeliennes  à  laquelle  je  faisais  tout  à  l'heure  allusion  :  c'est  la 
dctcmiirxiiion  du  nombre  des  systèmes  non  éqith-alenls.  Je  la  traite  en  suppo- 
sant que  k  soit  un  nombre  premier;  le  nombre  cherché  est  égal  à 

•./.(/,    +2). 

Le  groupe  G  joue  encore  le  rôle  essentiel  dans  le  travail  suivant  (35)  qui 
se  rappoite  h  un  point  de  vue  sous  lequel  on  ne  considère  pas  habituelle- 
ment la  théorie  des  formes  algébriques.  Généralement,  dans  cette  théorie, 
on  suppose  que  l'on  fait  sur  la  forme  une  substitution  quelconque.  Quand 
il  s'agit  de  la  théorie  arithmétique  des  formes  à  coefficients  entiers,  ce  sont 
des  substitutions  quelconques  à  coefficients  entiers  que  l'on  emploie.  Il 
peut  arriver  cependant  que,  pour  certaines  formes,  la  théorie  arithmétique 
puisse  être  développée  en  faisant  seulement  sur  les  variables  des  substitu- 
tions linéaires  formant  un  groupe  spécial.  Ainsi,  dans  ses  recherches  sur  la 
transformation  des  fonctions  abeliennes,  !\L  Hermile  a  été  conduit  à  étudier 
certaines  formes  quadratiques  réelles  à  quatre  indéterminées  dont  la  théorie 
peut  être  développée  comme  je  viens  de  le  dire.  La  considération  du  groupe  (î 
conduit  pareillement  à  isoler  des  formes  qiuidratit/ues  ternaires  générales  (à 
coefficients  complexes)  certaines  formes  parlieiilières. 

Soit  la  forme  quadratique  ternaire 

et  désignons  la  quantité  conjuguée  de  chaque  coefficient  parla  même  lettre 
accentuée;  supposons  qu'entre  les  coefficients  de  F  existent  les  relations 

a,b:^-\-  b\a,-\-  b^b\^o, 
a'^b.i-+-  b'^  bi-+-  b\a3^o, 
a,  b\  -+-  bz  b\_  H-  bi  a'j  =  o. 


(  Vi  ) 

si  l'on  l'ait  sur  I'  une  siii)>linili(in  linraiic  a|)|)ai(('iiaiil  an  i;rou|)0(;,  k-s 
(•(iflliriciits  (11'  la  nDiivcllc  loriiH'  salisfcroiil  aii\  iiirrni-s  rclalions.  On  voit 
iloiu"  qu'on  peu!  isoler,  en  (|nolquo  sorte,  les  l'oiincs  {•"  des  (ornies  générales 
il  trois  indéterminées,  el  l'on  devra  les  eoniparer  entre  elles  par  les  substi- 
tutions du  iironpe  (!.  On  |teut  alors  se  |)oser,  sous  ce  point  de  vue,  le  |)ro- 
hlètne  de  l'éiinivalenee  aritliniéti(|ne  de  ees  l'ornies.  avec  les  différentes 
questions  (|ui  viennent  ii  la  suite. 
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TI{OISiKME  cihiMini:. 

TIIKOIUI-:    DES    FONCTIONS. 


On  (U'sigiio  génoralt'iiKMil  aujourd'hui,  sous  lo  nom  de  thcoric  des  fonc- 
tions, la  théorie  des  Ibiu-tious  analytiques  de  variables  eomplexcs  ;  c'est 
actuellement  un  des  chapitres  les  plus  importants  de  l'Analyse  mathéma- 
ti(jue.  l'aile  doit  son  brillant  essor  à  la  découverte  de  (|uel(jues  propositions 
générales,  parmi  lesquelles  se  trouvent  au  premier  rang  les  théorèmes  de 
Cauchy  sur  les  intégrales  prises  le  long  d'un  contour.  Ces  lois  générales 
des  fonctions  analytiques,  appliquées  à  des  fonctions  spéciales,  donnent 
souvent,  avec  la  plus  grande  facilité,  leurs  |)iincipales  propriétés;  la  tliéorie 
(les  fonctions  doublement  périodiques  en  odVo  un  mémoi'aljle  exemple. 
L'application  de  ces  lois  constitue  une  méthode  .synthétique  qui  tend  de 
plus  en  plus  à  réduire  les  calculs  ;  avec  ce  secours,  bien  des  pi-obli'nns 
nouveaux  peuvent  être  abordés,  et  des  résultats  auxquels  avait  conduit 
une  longue  série  de  transformations  de  calcul  nous  apparaissent  souvent 
avec  évidence.  Nous  avons  en  même  temps  le  sentiment  profond  d'avoir  la 
vraie  raison  d'une  proposition  particulière,  (piand  muis  pouvons  la  ratta- 
cher à  quelque  théorème  général?  Poinsot  disait  (|u'il  faut  étudier  les 
choses  directement  et  en  elles-mêmes;  il  voulait  dire  sans  doute  (|u'on 
doit  chercher  ii  les  lallarlicr  le  plus  directement  possible  aux  ]iriii(ipes 
généraux.  La  Science  actuelle  des  fonctions  souscrit  pleinement  ii  cette 
pensée  du  célèbre  auteur  de  la  théorie  des  couples..  J'ai  cité  [dus  haut  les 
dottJ,  fonctions  doublement  périodi(|ues  ;  la  façon  Riemann  pose  et  résout, 
dans  sa  Dissertation  inaugurale,  le  problème  des  intégrales  abéliennes  n'est 
pas  moins  digne  d'être  méditée,  comme  exemple  d'une  élude  synlhéliqiie 
dans  la  théorie  des  fonctions. 


(  4^  ) 


I.  —  Théorèmes  généraux. 

I.;i  ihéorio  des  foiictioiiâ  uniformes  a  fait,  en  iH^ii,  l'oljjct  d'un  travail 
eousidérable  de  31.  Weierstrass  (Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  1876); 
c'est  à  la  suite  de  la  lecture  de  ce  Mémoire  que  je  commençai  à  m'oceuper 
de  la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes,  dans  la  pensée  de  compléter 
(luelques-uns  des  résultats  de  l'illustre  géomètre. 

Mes  premières  recherches  portèrent  sur  les  fonctions  entières  (13); 
j'entends,  avec  M.  Weierstrass,  par  fonction  entière  une  fonction  uniforme 
et  continue  dans  toute  l'étendue  du  plan  de  la  variable  z-,  commee^et  sin  :;. 
Une  question  importante  était  jusque-là  restée  sans  solution,  celle  du 
nombre  des  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  une  constante 
une  fonction  transcendante  entière  d'une  variable.  Il  peut  arriver,  en  dési- 
gnant par  G(::)  une  fonction  entière,  que  l'équation  G(:;)  =  rt,  n  désignant 
une  constante,  n'ait  pas  de  racine.  L'expression  e^-f-a,  par  exemple,  ne 
devient  jamais  égale  à  a.  Considérons  donc,  d'une  manière  générale,  une 
fonction  G(^)  ne  devenant  jamais  égale  ti  a,  pour  une  valeur  finie  de  z.  Je 
me  suis  proposé  d'établir  qu'il  ne  peut  exister  une  seconde  valeur  finie  b, 
différente  de  a,  que  ne  puisse  prendre  G(r)  ;  en  d'autres  termes,  il  ne  peut 
V  avoir  plus  HCiine  valeur  finie  que  ne  soit  susceptible  de  prendre  pour  une 
valeur  finie  de  la  variable  une  fonction  entière.  Nous  montrons,  en  effel, 
(lii'une  fonction  G  (z)  qui  ne  deviendrait  jamais  égale  ni  à  a  ni  à  h  serait 
nécessairement  une  constante. 

La  démonstration  de  cette  proposition  olfre  l'exemple  bien  curieux  de 
l'introduction  d'une  transcendante  spéciale  dans  une  question  concernant 
la  théorie  générale  des  fonctions.  3Ialgré  bien  des  efforts,  il  m'a  été  impos- 
sible d'arriver  par  une  voie  plus  élémentaire  à  une  démonstration  complè- 
tement rigoureuse  du  théorème  énoncé. 

La  transcendante  dont  il  s'agit  est  le  rapports  des  périodes  de  la  fonction 
elliptique  considéré  comme  fonction  du  carré  ,r  =  X--  du  modèle  k.  Cette 
fonction  w  de  .x-  admet  les  trois  points  critiques  0,1  et  oc,  et  le  coefficient 
de  i  dans  cette  fonction  mise  sous  la  forme  ordinaire  des  quantités  com- 
plexes est  toujours  positif.  Supposons  maintenant,  ce  qui  est  évidemment 
permis,  que  les  quantités  a  et  6  soient  respectivement  zéro  et  un.  Nous 
remplaçons  dans  to  {x),  x  par  G(:;),  et  c'est  l'étude  de  cette  fonction  de  z, 
que  nous  montrons  ne  pouvoir  être  qu'une  constante,  qui  nous  conduit  au 
résultat  énoncé. 


'   i:  > 

(ii'tic  idiT  lie  lu  siili>tiliiliiiii,  (l;in>  une  li:ilisrciiil;iiil('  imiiiv en;!!!!!',  (riiiic 
Ibnclion  tli"  :,  doiil  on  voiil  rliulier  les  propiiélés,  ust  souvciil  récdiidc  : 
flic  nous  a  oiu-oro  linidt'  dans  plusieurs  auli'i-s  oirconslanrcs,  comme  on  le 
voira  [dus  loin.  ï.es  démonslradons  aux<iU(dles  on  esl  ain>i  idiiduit  jxmivimiI 
d'ahoi'd  |)arai(ro  détournées;  je  les  crois  au  contraire  au>si  nalurelles  <|iir 
possible.  Ainsi,  pour  ce  qui  concerne  le  lliéorème  précédriil,  l'inversioii  de 
la  fonction  (■>(v)  donne  naissance  à  une  fonrtiou  unif'onnr,  delinic  snilc- 
ment  dans  une  moitié  du  plan,  cl  ne  |iouvanl  |irriidr-e,  dans  la  réirimi  en 
dehors  de  la(|uelle  ou  ne  peut  la  proloiiij;er,  ni  la  valeur  zcro  ni  la  valeur  iiit : 
il  est  ilonc  naturel  de  recourir  à  cette  l'onction  (|ui  odVe  un  exemple  île  la 
circonstance  dont  ou  se  propose  précisément  de  dcrnontrcr  l'inipossiliiNlr 
pour  les  fonctions  entières. 

On  |)eul  énoncer  un  théorème  aualoi;ue  pour  les  lomiions  uuiioi'mes/(;  ) 
n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  [ilan  «[ue  des  pôles,  d'ailleiiis  eu  nomhrr 
(|uelcon(|ne,  lini  ou  intini  (taiii;;  oll're  l'exeniple  d'une  Icllc  tonclion  ). 
Tandis  que,  pour  les  fonctions  entières  G(;  ),  il  ne  priit  v  avoii'  plus  t\'i//ic 
valeur  linie  (|ue  ne  puisse  prendre  la  fonction  jKMir  une  valeur  finie  df  la 
varialtle,  nous  a\(Jiis  pour  les  lomiions  /'(  r  )  le  lliciiri'UU'  siii\ant  : 

Jl  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  valeurs  finies  que  ne  /luissp  prendre  une  telle 
fonction  pour  une  valeur  finie  de  la  variable. 

Uevenous  aux  f(Mn'tions  entières.  \ous  n'avons  examiné  plus  haut  (|ue  le 
cas  oii  les  ('(jualions  n'auiaienl  pas  de  l'acines;  la  même  (|uesliou  se  pose 
ensuite  en  supposant  (jue  les  racines  soient  en  nomhre  limité.  Nous  mon- 
trons qu'il  no  peut  y  avoir  plus  d'une  valeur  finie  a  pour  huiuelle  l'équa- 
tion G(-)  =  rt,  G(;)  étant  une  fonction  entière,  ait  seulement  un  nomhre 
limité  de  racines,  à  moins  que  Gfs)  ne  soit  un  polynôme,  ou,  en  d'aud'cs 
lermes  (  lô), 

a  et  h  désignant  deux  quantités  finies,  G(;)  est  un  polynôme  si  les  écpia- 
lions 

n  'ont  l'une  et  l'autre  qu'un  nombre  limité  de  racines. 

La  démonstiation  de  ce  théori-me  est  délicate  ;  niuis  ne  pouvons  en  don- 
ner qu'une  idée. 

Nous  nous  sommes  servi  précédemment  de  la  fonction  cHi|iti(|ne  uuidii- 
lair'c;   nous  avons  du   ctnpioycr  ici   une   transcendante  un  peu  ilill'ercnle. 


(  |8  ) 
(|iuii(Hii'  prt'M'iilaiil  avec  la  premioro  une  graiulo  analogie.  Il  existe  une 
l'onction  lo  de  la  variahlc  r  n'ayant  dans  tout  le  plan  que  les  trois  points 
(*riti(|ues  o.  i  et  x,  e(  telle  que.  en  faisant  son  inversion,  on  obtienne  une 
l'onetion  uniforme  dans  le  demi-plan  cl  invariable  pour  les  substitutions  du 
groupe  modulaire.  Cela  posé,  en  supposant  que  les  quantités  a  et  b  de 
l'énoncé  soient  respectivement  zcro  et  ii/i,  je  fais,  dans  la  fonction  oj(('), 
f  =  ('■(-),  ol  j'étudie  celte  lonclion  de  z 

C'est  cette  étude  (jui  nie  conduit  au  tbéorèmc  que  je  viens  d'énoncer;  je 
montre,  en  elïet,  que  quand  z  se  rapproche  du  point  oo  d'une  manière 
(]uelconque,  il  y  a  une  des  déterminations  de  la  fonction  précédente  qui 
est  infiniment  grande.  De  la  relation  inverse  G(^)  =  t'(to),  on  conclut 
alors  que  le  module  de  Ci(r.)  augmente  indéfiniment  de  quelque  manière 
que  :;  se  rapproche  du  point  ce  ;  et  de  là  se  conclut  que  G(:;)  est  un  poly- 


nôme. 

Si  maintenant  nous  considérons,  comme  plus  haut,  une  fonction  /(z), 
uniforme  dans  tout  le  plan  avec  des  pôles  en  nombre  quelconque,  nous  dé- 
montrons ce  théorème  : 

S/  ies  trois  équations 

OÙ  a,  b,  c  sont  trois  constantes  différentes,  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  ra- 
cines, /(z)  est  une /onction  rationnelle  de  z. 

Les  théorèmes  qui  précèdent  nous  renseignent  complètement  sur  les  cir- 
constances exceptionnelles  dans  lesquelles  une  équation  transcendante  peut 
n'avoir  point  une  infinité  de  racines.  Les  méthodes  suivies  m'ont,  de  plus, 
donné  facilement  la  solution  d'une  question  extrêmement  intéressante,  à 
laquelle  j'arrive  maintenant. 

M.  Weierstrass,  dans  son  célèbre  Mémoire  sur  les  fonctions  analyli(|ues 
uniformes,  partage  en  deux  classes  les  points  singuliers  d'une  fonction  uni- 
l'orme  :  ce  sont  lespô'es  et  les  points  singuliers  essentiels.  Soit  A  un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé  de  la  fonction  /(.r)  (nous  entendons  par  le  mot  isolé. 
qu'on  peut  décrire  autour  du  point  A  comme  centre,  un  cercle  ne  compre- 
nant à  son  intérieur  d'autre  point  singulier  essentiel  que  A).  ,M.  Weierstrass 
a  montré  que,  dans  le  voisinage  du  point  singulier  A,  la  fonction  s'approche 
aniani  (|ue  l'on  veut  de  toule  valeur  donnée,  c'est-à-dire  que,  élant  donnés 


(    ll)   I 

lieux  iKiiiihics  z  cl  i  aiisM  [n'iils  (|ii'(m  v<Miilia,  oii  pciil  (ioiivit  ii  riiilçi-iciir 
«lu  l'i'iclf  ayaiil  A  pour  cciitro  et  :  pour  rayon  un  poiiil  pour  locjui'l  le  iiio- 
<lul('  i]c/(.r)  —  a  soit  uioiudro  (pio  s,  a  dcsignaul  une  constante  (|uel- 
(•  Mi([ue.  Ce  tliéorèmc  ne  nous  apprenait  rien  sur  les  valeurs  exactes  de  la 
fonction  dans  le  voisinaj^e  du  point  singulier;  j'ai  réussi  à  montrer  ipi'il 
y  a  toujours  dans  le  voisinage  de  A  un  nombre  infini  de  points  pour  les- 
quels /"(.i)  devient  rigoureusement  égal  à  a,  une  exception  pomanl  seulement 
se  produire  pour  deux  l'oleurs  particulières  de  a. 

De  ce  théorème  résulte  une  classification  pour  les  points  singuliers  essen- 
tiels isolés  d'une  fonclion  J\x).  On  peut  les  partager  en  trois  classes  : 

1°  La  fonction /(a-)  peut  prendre  sans  exception  toutes  les  valcuis  i|uc 
l'on  voudra  dans  le  voisinage  de  A. 

2°  Il  peut  y  avoir  une  valeur  exceptionnelle  que  la  fonction  ne  prendra 
pas  dans  le  voisinage  de  A. 

3**  ZJfKa- valeurs  exceptionnelles  peuvent  enfin  se  rencontrer. 

C'est  ici  le  lieu  d'énoncer  un  théorème  sur  les  courbes  algébriques,  au- 
(|uel  nous  avons  déjà  fait  allusion  dans  le  Chapitre  I  :  Toutes  les  transforma- 
tions hianiformes  d'une  courbe  en  elle-même,  ne  possédant  que  des  singularités 
essentielles  isolées,  sont  nécessairement  des  transformations  birationnelles . 

On  connaît  l'importance  de  l'admirable  théorème  de  M.  \A'eierstrass  sur 
la  décomposition  des  fonctions  entières  en  facteurs  primaires;  c'est  là  cer- 
tainement le  point  capital  dansle^Iémoire  que  nous  avons  cité  plus  haut.  Je 
me  suis  proposé  (20)  d'étendre  ce  théorème  aux  fonctions  uniformes  G{z), 
continues  pour  tous  les  points  du  plan,  à  l'exception  de  ceux  qui  sont  si- 
tués sur  un  cercle  C;  la  fonction  peut  avoir  sur  ce  cercle  une  infinité  de 
points  singuliers  essentiels  distribués  d'une  manière  quelconque.  Nous  con- 
sidérons donc  une  suite  indéfinie  de  quantités  A  se  rapprochant  indéfini- 
ment du  cercle  C;  l'extension  du  problème  de  Weierstrass,  c'est-à-dire  la 
formation  d'une  fonction  holomorphe  (sauf  sur  la  circonférence  C)  admet- 
tant les  points  A  pour  racines  se  fait  assez  aisément.  Toutefois,  dans  le  cas 
actuel,  la  décomposition  en  facteurs  primaires  des  fonctions  G(-)  présente 
une  indétermination,  qui  lui  donne  un  caractère  tout  autre  qu'à  la  décom- 
position des  fonctions  entières.  Citons  l'exemple  suivant  qui  se  rattache  à 
la  théorie  des  fonctions  modulaires;  soit  l'expression  générale  des  racines 
donnée  par 

h  +  c  —  {a  —  d)i 


.\  = 


a  -^  d  -{-  {b  —  c)i 


a,  h,  c,  d  étant  des  entiers  réels  satisfaisant   à  ad  —  Ac  =  i  ;   le  rayon  du 
P.  7 


ccrclo  est  ici  og;il  à  l'iiiiito.  On  pourra  preiulic 


^<='  =  nB-n'^'       "^       "  =  OT 


Dans  ce  produit  infini,  (/,  /j,  r,  (/prennent  toutes  les  valeurs  entières  sa- 
tisfaisant à  la  relation  indicjuée. 

M.  Weierstrass  avait  encore  dans  son  .Alénioire  donné  la  forme  analvtique 
de  toute  fonction  ayant  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels  et  des 
pôles  en  nombre  quelconque.  Toute  cette  théorie  peut,  avec  des  modifica- 
lions  bien  simples,  être  étendue  aux  fonctions  uniformes  possédant  un 
nombre  fini  n  de  coupures  que  j'ai  supposées  rectilignes  (39).  Tout  d'abord, 
si  une  fonction  est  continue  pour  tous  les  points  du  plan  en  dehors  des 
coupures,  nous  montrons  qu'elle  est  la  somme  de  n  fonctions  ayant  chacune 
dans  tout  le  plan  une  seule  coupure.  Une  seconde  proposition  nous  était  né- 
cessaire pour  pouvoir  arriver  à  la  forme  générale  d'une  fonction  ayant /z  cou- 
pures et  des  pôles  en  nombre  quelconque  :  c'est  le  théorème  relatif  à  la  dé- 
composition en  facteurs  primaires. 

Nous  montrons  comment  on  peut  former  une  fonction  uniforme  continue 
dans  tout  le  plan,  à  l'exception  d'une  coupure,  et  admettant  une  suite  in- 
finie de  racines  se  rapprochant  indéfiniment  de  la  coupure.  Les  deux  pro- 
positions précédentes  permettent  d'étendre  immédiatement  aux  fonctions 
uniformes  affectées  de  coupures  les  diverses  propositions  données  par 
y\.  Weierstrass  pour  les  fonctions  n'ayant  qu'un  nombre  limité  de  points 
singuliers  essentiels.  Les  problèmes  de  ce  genre  peuvent  être  beaucoup 
étendus,  et  dans  son  grand  travail  sur  la  représentation  analytique  des 
fonctions  monogènes  uniformes  d'une  variable  indépendante,  digne  con- 
tinuation des  travaux  de  son  illustre  maître,  M.  Mittag-Leffler  a  pour 
ainsi  dire  épuisé  la  question;  le  savant  géomètre  de  Stockholm  veut  bien 
reconnaître  dans  son  Mémoire  que  j'ai,  le  premier,  étendu  la  théorie  des 
facteurs  primaires  aux  fonctions  ayant  des  lignes  de  discontinuité  circu- 
laires. 

Nous  arrivons  maintenant  ii  une  proposition  générale  d'une  tout  autre 
nature;  elle  est  relative  aux  fonctions  uniformes  d'une  variable  liées  par  une 
relation  algébrique.  Deux  fonctions  uniformes  d'une  variable,  ayant  des 
points  singuliers  essentiels,  peuvent  être  liées  par  une  relation  algébrique  ; 
telles  sont  deux  fonctions  doublement  périodiques.  J'ai  d'abord  supposé 
(41)  que  les  deux  fonctions,  uniformes  dans  tout  le  plan,  avaient  des  pôles 
en  nombre  quelcon(|ue  et  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels. 


(  ■;»  ) 

Diins  ci's  roiidiliniis  : 

Si/  r.iis/f  enliT  as  deii.v  fondions  une  rrhilion  (tlnvl)n<iiic.  le  genre  de 
eeiir  relation  doit  être  zéro  on  un. 

Celle  l'oriiie  (le  l'éiioneé  osl  liop  i oliciulc.  cl  vdici.  smis  s;i  Inrine  hi  plus 
ij;L'iu''raIe,  le  tliéorèmo  que  j'étahlis  : 

Si  entre  deux  fondions  analytiques  uniformes  d'une  variable  existe  une  re- 
lation algébrique  de  genre  supérieur  à  l'unité,  ces  fonctions  ne  pourront  Uioir 
de  point  singulier  essentiel  isolé. 

Nous  entendons  toujours  par  point  singulier  essentiel  isolé  un  point  es- 
sentiel tel  que  l'avons  détini  plus  haut.  Les  deux  fonctions  précédentes 
devant  nécessairement  avoir  ties  points  singuliers  essentiels,  sinon  la  rela- 
ti(ui  serait  de  genre  zéro,  il  s'ensuit  que  ces  points  essentiels  doivent,  sui- 
vant l'expression  des  géomètres  allemands,  former  une  masse  parfaite  (eine 
perfedc  Menge),  ou  former  des  lignes  singulières.  Le  tliéorème  qui  vient 
d'être  énoncé  a  précisément  servi  à  M.  Poincaré  pour  montrer  qu'il  existait 
des  fonctions  n'ayant  pas  de  lignes  singulières  et  ne  possédant  pas  de  points 
singuliers  essentiels  isolés;  un  tel  exemple  est  fourni  par  les  fonctions 
fuclisiennes  de  genre  supérieur  à  l'unité  et  existant  dans  tout  le  plan.  Je 
viens  de  parler  des  fonctions  fuclisiennes;  elles  permettent,  comme  on  sait, 
d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  toute  courbe  alsçé- 
lu'i(iue  par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre,  et  ce  résultat  n'est  pas 
une  des  moins  belles  conséquences  de  la  tbéorie  que  l'on  doit  à  M.  Poincaré. 
Peut-on  espérer  d'exprimer,  d'une  manière  plus  simple  que  cet  auteur,  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algébrique  quelconque  par  des  fonc- 
tions uniformes?  Le  tliéorème  qui  nous  occupe  permet  de  répondre  négati- 
vement à  cette  question,  et  vient  ainsi  encore  accroître  Tinlérét  de  la 
découverte  de  l'éminent  géomètre. 

.l'ai  donné  du  tliéorème  énoncé  plus  baut  deux  démonstrations  essentiel- 
lement dillérentes  :  la  première  s'appuie  sur  la  tbéorie  des  fonctions 
fucbsiennes;  la  seconde  consiste  à  démontrer  d'abord  le  tbéorèmc  pour  une 
courbe  byperelliptique;  elle  s'appuie  seulement  sur  la  proposition  que  nous 
avons  précédemment  donnée,  relativement  à  la  valeur  d'une  fonction  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  et  l'on  passe  ensuite  aisément 
au  cas  général  (7<S).  Celte  seconde  démonstration,  quoique  plus  élémen- 
taire, est  beaucoup  plus  artificielle,  et,  comme  je  l'ai  déjà  dit  tout  à  l'beure 
dans  une  circonstance  analogue,  il  parait  plus  pbilosopbique,  pour  démon- 
trer l'impossibililé  en  (|iH'slion,  de  s'adresser  précisément  aux  fonctions 


uiiitbrmes  réalisant  cetlo  expression  des  coorilonnées  d'une  courbe  algé- 
brique à  l'aide  d'un  paramètre. 

On  ne  peut  guère  espérer  trouver  des  théorèmes  généraux  sur  la  forme 
des  fonctions  analytiques  non  uniformes,  conçues  dans  toute  leur  généra- 
lité. J'ai  considéré  (6)  une  fonction  analytique  (uniforme  ou  non  uniforme) 
d'une  variable  complexe  :,  n'ayant  dans  toute  l'étendue  du  plan  ou  de  la 
sphère  que  trois  points  singuliers;  pour  toute  autre  valeur  de  la  variable, 
celte  fonction  reste  finie  et  continue,  et  elle  est  uniforme  dans  toute  région 
du  plan  à  contour  simple,  ne  contenant  aucun  de  ces  trois  points. 

Telle  serait,  par  exemple,  une  intégrale  d'une  équation  différentielle  li- 
néaireavec  trois  points  singuliers.  Onpeut  trouver  un  développement  de  la/onc- 
tion, valable  pour  tous  les  points  du  plan,  quelque  soit  d'adleurs  le  chemin  suivi 
par  la  variable.  En  supposant,  comme  il  est  permis,  que  les  trois  points  cri- 
tiques soient  o,  ?  et  oo  et  en  désignant  par  w  le  rapport  des  périodes  de 
Fintégrale  elliptique  considérées  comme  fonctions  du  carrré  z  =  k-  du 
module,  le  développement  trouvé  procède  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  d'une  expression  linéaire  fractionnaire  très  simple  en  w,  de  telle 
sorte  que  sa  fonction/(:;)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


/(  =  )  =  lA„(^f 


Oiii 


a,  p,  Y  et  0  désignant  des  constantes  convenables.  Les  déterminations 
multiples  de  co,  quand  z  décrit  un  chemin  quelconque,  nous  donnent  les 
déterminations  multiples  de  la  fonction.  J'avais  commencé  par  traiter  la 
question  suivante,  qui,  quoique  très  facile,  n'est  pas  sans  intérêt  :  soit/(3) 
une  fonction  der  n'ayant  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre 
d'autre  point  singulier  que  l'origine;  on  peut  trouver  un  développement  en 
série  de  la  fonction  valable  pour  tous  les  points  du  cercle,  et  quel  que  soit 
le  chemin  suivi  par  la  variable.  Ce  développement  procède  suivant  les  puis- 
sances positives  et  entières  d'une  expression  linéaire  fractionnaire  en  logs. 


II.  —  Fonctions  hyperfuchsiennes  et  hyperabéliennes. 

Nous  avons  défini  plus  haut  les  groupes  que  nous  avons  appelés  hyper- 
fuchsiens;  nous  devons  nous  occuper  maintenant  des  fonctions  hyperfuch- 
siennes, c'est-à-dire  des  fonctions  restant  invariables  par  les  substitutions 
d'un  groupe  hyperfuchsien.  .Mais,  avant  de  nous  occuper  de  ces  fonctions 


(  ..J  ,) 

irntic  manière  «rénéi-ale,  nous  allons  exposer  les  recherches  (|iii  nous  ont 
(•oiuluità  un  j)reniier  exemple  de  fonctions  iiypcrfuchsiennes.La  théorie  des 
lonclions  ellipti(|ues  avait  donné  le  ^>remier  exemple  d'une  fonction  uni- 
forme d'une  variahie,  ne  chauLfeant  pas  pour  un  groupe  d'une  infinité  de 
sulislilulions  linéaires  non  perniutahles,  faites  sur  celte  variahie  :  je  veux 
parler  de  la  fonction  modulaire,  c'esl-à-dire  du  module  considéré  comme 
fonction  du  rapport  des  périodes. 

La  question  se  posait  de  trouver  des  fonctions  de  deux  variahics  indépen- 
dantes qui  puissent  élrc  considérées  comme  les  analogues  des  fonctions 
modulaires.  Il  est  clair  qu'un  tel  prohième  ne  peut,  de  sa  nature,  être  entii'- 
rement  déterminé;  il  s'agissait  d'indiquer  au  moins  un  exemple. 

On  pourrait  croire,  au  premier  ahord,  que  la  théorie  des  fonctions  ahé- 
liennes  est  susceptible,  d'une  manii-re  générale,  de  conduire  à  de  telles 
fonctions  :  on  reconnaît  facilement  (|u'il  n'en  est  rien. 

Prend-on,  par  exemple,  les  fonctions  ahéliennes  du  premier  genre,  elles 
conduisent  à  un  svstème  de  trois  modules,  fonctions  de  trois  variahles  indé- 
pendantes. Ces  fonctions  se  reproduisent  pour  un  groupe  d'une  infinité  de 
substitutions  faites  sur  les  variahles;  mais  ici  ces  substitutions  ne  sont  plus 
linéaires.  Ainsi  donc,  laissant  nécessairement  de  côté  le  cas  de  deux 
variables,  on  passe  immédiatement  à  des  fonctions  de  trois  variables,  et  la 
forme  linéaire  des  substitutions  a  disparu. 

C'est  en  étudiant  un  cas  particulier  des  fonctions  ahéliennes  du  genre  trois 
que  j'ai  trouvé  une  extension  cherchée.  Considérons  la  relation  algébri(|iic 
de  genre  trois  entre  c  et  « 

i-^^  a{it  —  I )  ( «  —  •*■)("  —  .'■  ) 

et  l'intégrale  abélienne  de  première  espèce  attachée  à  cette  courbe 


w=  r"^'. 


Les  périodes  de  l'intégrale  \\ ,  considérées  comme  fonctions  de  x  et  v, 
satisfont  à  un  système  de  trois  équations  linéaires  simultanées  aux  dérivées 
partielles,  ayant  trois  solutions  communes  linéairement  indépendantes. 
Soient  w,  w',  w"  de  telles  solutions.  Si  l'on  pose 


les  valeuis  de  x  et  _)' résultant  do  cette  inversion  sont  des  l'onctions  uni- 
formes de  II  et  V. 


(  >l  ^ 

Toiles  sont  les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  qui  ofTrentune 
grande  analogie  avec  les  fonctions  modulaires;  elles  offrent  un  type  essentiel- 
lement noiaeait  de  fonctions  uniformes  de  deux  variables  indépendantes. 

Os  fondions  ne  sont  pas  définies  pour  toute  valeur  de  u  et  <•.  En  choisis- 
sant convenablement  les  trois  solutions  w,  xr',  \v'\  nos  fonctions. r  et  t  ne 
sont  définies,  si  l'on  pose  u  =  u  +  iu",  r:=  v' -h  iv",  que  pour  les  valeurs  de 
//  et  (•  satisfaisant  à  l'inégalité 

(D)  2v'-h  ll'--h  II'-  <o. 

Si  nous  désignons  par  le  mot  domaine  ï)  l'ensemble  des  valeurs  de  u  et 
(vérifiant  l'inégalité  précédente,  on  peut  dire  que  les  fonctions  j"  et  v  ne 
peuvent  pas  être  étendues  au  delà  du  domaine  D. 

Ainsi,  de  même  que  la  fonction  modulaire  n'est  définie  que  pour  les 
valeurs  de  la  variable  situées  dans  un  certain  domaine  (c'est  habituelle- 
ment la  partie  du  plan  située  au-dessus  de  l'axe  réel),  ces  transcendantes 
ne  sont  définies  que  pour  le  domaine  D.  De  plus,  il  existe  un  groupe  de 
substitutions  linéaires  pour  lesquelles  les  fonctions  considérées  restent 
invariables;  ces  substitutions  sont  en  nombre  infini,  et  deux  quelconques 
d'entre  elles  ne  sont  pas  permutables.  Nous  avons  donc  un  exemple  de 
fonctions  transcendantes  uniformes  de  deux  variables,  obtenues  de  la  ma- 
nière suivante  :  soit  un  système  d'équations  linéaires  simultanées  aux 
dérivées  partielles 

irz=  ap  -i-  bq  -+-  cz, 
s  =  a,p-hb,q-hC,z, 
t  =z  a.2p  -i-  b,q  -h  c^z , 

OÙ  les  a,  h,  c  sont  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépen- 
dantes j:-  eiy.  Ces  équations  ne  peuvent  avoir  plus  de  trois  solutions  com- 
munes linéairement  indépendantes;  supposons  qu'elles  existent  efifective- 
ment,  et  désignons-les  par  w,,  co^,  co.,.  Les  cas  où  les  équations 

ou  C.)^  

<.),         '        ',1, 

donnent  pour  x  et  v  des  fonctions  uniformes  de  u  çl  v  conduisent  à  des 
fonctions  uniformes  de  deux  variables,  analogues  à  ces  fonctions  uniformes 
d'une  variable,  obtenues  par  l'inversion  du  quotient  de  deux  solutions  d'une 
é({uation  linéaire  du  second  ordre,  et  sur  lesquelles  >I.  Fuchs  a  le  premier 
a|)pelé  l'attention. 

Eclairé  par  l'exemple  précédent  et  après  avoir  acquis  la  notion  générale 
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lit'  uiDiipi'  li\  |)('rriK'lisi('ii,  l'oiiime  je  l'ai  ox|)li(|U(''  au  ilciixiènic  (;iia[)i(n',  jr 
pus  traiter  le  [X'dhlèuie  tténéral  des  i'onclious  li\  |)eil'uclisienues.  (!(iiiuue  il  a 
etédit,  le  i^ioupe  \y,w  iiy|i()tlièse  est  disronlinii  ;i  l'intéiieur  d'une  livpersplii'i'e 
l'oudaiiieiilale;  on  peut  alors  loruier  dos  l'onelions  unilornies  à  rintérieur  de 
l'hypersplière  et  se  reproduisant  quand  on  elleclue  sur  les  variables  une 
snhslilulion  (|neleon(|UC  du  groupe  :  ce  sont  \e^  fonctions  hyperfuc/isiennes. 
J'en  lais  l'élude  dans  l'Iiypotlièse  où  le  domaine  Ibndamenlal  du  tjroupen'a 
aucun  point  commun  avec  l'hypersplière  ou  a  seulement  avec  elles  un 
nombre  limité  de  points  communs. 

Nous  montrons  d'abord  qu'//  existe  entre  trois/onctions  hypcrfuclisienncs 
une  relation  a/i^éhriqiie.  Ce  théorème,  facile  à  établir  quand  le  domaine 
fondamental  n'a  aucun  point  commun  avec  l'hypersphère,  l'est  beaucoup 
moins  dans  la  seconde  hypothèse.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  avons  dû 
rechercher  comment  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage  d'un  sys- 
tème de  valeurs  des  variables  indépendantes  correspondant  à  un  sommet. 
Soit  M  =  a,  f  =  [3  un  tel  point;  la  réponse  à  celte  question  est  dans  le 
liiéorème  suivant  :  La  fonction  hyperftichsienne  est  indéterminée  pour 
Il  ^  a,  r=  [i,  et  elle  est  une  l'onction  doublement  pério(li(|(ie  de  la  limite 

arbitraire  du  quotient  7—-^-  Ce  résultat  obtenu,  l'étude  des  fonctions  peut 

se  poursuivre  aisément,  sans  qu'on  soit  arrêté  par  la  présence  des  systèmes 
de  valeurs  singulières. 

Toutes  les  fonctions  hyperfuchsiennes  correspondant  à  un  même  groupe 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  trois  d'entre  elles,  liées 
d'ailleurs  par  une  relation  algébri(|ue. 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  donné  plus  liaul,  les  fonctions  uniformes 
pouvaient  s'obtenir  par  l'inversion  des  rap|)orts  des  intégrales  d'un  svstème 
(S)  d'équations  linéaires  simultanées.  Toutes  les  fonctions  hyperfuchsiennes 
peuvent  être  ainsi  engendrées  ;  que  l'on  eonsidi-re  en  eil'et  deux  fonctions 
distinctes 

j:  —  \\{u,  f),       r  =  F..(h,  (');■ 

formons  les  trois  expressions 


"'        \/    du    t)f  ai-    ôii  '  "'  "''  "'  "'■ 

=  ,,  r.,,  =3  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions  de  x  et  y,  et  l'on 
démontre  qu'elles  satisfont  à  un  système  d'é(|uations  linéaires  telles 
que  (S). 


(   .(.  ) 

A  cliaquo  groupe  liypcifïiclision  correspond  une  surface  algébrique /,  ou 
niieuK  une  classe  de  surfaces  algébriques  qui  se  correspondent  point  par 
point.  Ces  surfaces  présentent  ce  caractère  bien  remarquable,  déposséder 
en  général  des  intégrales  de  seconde  espèce.  On  peut  trouver  l'expression 
du  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépendantes,  en  entendant  par 
là  celles  pour  lesquelles  aucune  combinaison  n'est  égale  à  une  fonction 
rationnelle  des  coordonnées.  Le  nombre />,,  que  nous  avons  déjà  considéré 
dans  la  question  des  divers  ordres  de  connexité  d'un  groupe  byperfucbsien, 
joue  ici  un  rôle  essentiel  :  le  nombre  cberché  est  égal  h  p,,  et  le  nombre 
des  périodes  de  ces  intégrales  de  seconde  espèce  est  également  repré- 
senté par  p,. 

On  voit,  par  l'énoncé  précédent,  que  la  surface /jouit  d'une  propriété 
spéciale,  et  nous  en  pouvons  conclure,  relativement  aux  fonctions  byper- 
fucbsiennes,  une  conséquence  qui,  pour  être  négative,  n'en  présente  pas 
moins  un  grand  intérêt.  Nous  avons  déjà  rappelé  que  M.  Poincaré  a  établi 
qu'à  un  groupe  fuchsien  général  correspondait  une  courbe  algébrique 
quelconque,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  coordonnées  d'une  courbe 
algébrique  quelconque  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  fucbsiennes 
d'un  paramètre.  Une  question  analogue  se  pose  d'elle-même  pour  une  sur- 
face, relativement  aux  fonctions  hyperfuchsiennes  ;  ce  qui  précède  nous 
montre  qu'on  doit  y  répondre  par  la  négative.  A  un  groupe  byperfucbsien 
général  ne  peut  correspondre  une  surface  algébrique  quelconque,  puisque 
les  surfaces  correspondant  à  un  tel  groupe  hyperfuchsien  ont  des  intégrales 
de  seconde  espèce,  propriété  que  ne  possède  pas  une  surface  algébrique 
prise  arbitrairement,  comme  nous  le  verrons  bientôt. 

La  théorie  des  fonctions  de  seconde  espèce  s'étend  aux  fonctions  byper- 
fucbsiennes;  on  peut  obtenir  des  fonctions  uniformes  $(«,*')  qui  se  repro- 
duisent à  un  facteur  constant  près  quand  on  effectue  sur  les  variables  une 
substitution  du  groupe.  Indiquons  une  application  de  ces  fonctions  de 
seconde  espèce;  soient 

C  étant  une  constante  arbitraire,  F,  et  Fo  deux  fonctions  hyperfucbsiennes. 
Ces  équations  définissent  une  fonction  y  de  x,  qui  satisfait,  quelle  que  soit 

la  constante  arbitraire  C,  à  une  équation  du  premier  ordre/Lr,  y,  -^]  =  o, 

/étant  un  polynôme.  On  a  ainsi  un  type  nouveau  d'intégration  d'une  équa- 
tion dillerentielle  du  premier  ordre. 

Arrêtons-nous  maintenant  sur  une  classe  particulière  de  fonctions  byper- 
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fuchsiennes;  ce  sont  celles  i|iii   |iiovieiirieii(  des  séries  livperiié()iiiflii(|iics 
lie  lieux  vari;il)les  (Imil  iKtus  avons  parle  |)liis  liant. 

Dans  son  beau  Mémoire  snr  l'inté^^Malion  algéhiiiine  de  létinalion  linéaire 
du  second  ordre,  à  la(|nelle  salisfait  la  série  liyperi;é()niélri(|ue  de  (Janss, 
M.  Schwarz  avait  sij,Mialé  incidemment  un  cas  particulier  remarquable,  dans 
lequel  l'inversion  du  (|uulient  de  deux  intégrales  conduisait  à  une  fonction 
uniiorme;  cette  fonction,  définie  seulement  à  l'intérieur  d'un  cercle,  rentre 
dans  la  classe  des  fondions  fuclisiennes.  J'eus  alors  la  pensée  de  Iraitei- 
une  (|uestion  analogue  relativement  ;i  la  série  Iiypergéométrique  de  deux 
variables. 

Cette  l'onction  de  .v  et  de  v,  qui  dépend  d'ailleurs  de  quatre  arbitraires 
A,  a,  b,  et  h.,,  salisfait  à  un  système  de  trois  équations  linéaires  aux  déri- 
vées partielles  de  second  ordre,  ayant  trois  solutions  communes  linéaire- 
ment indépendantes.  Désignant  par  w,,  coj,  co^  trois  solutions  distinctes 

lie   ce  système,   et  considérant  les  équations  —  =  «,—  =  c,  mon  but 

a  été  de  recberclier  les  cas  analogues  à  ceux  de  M.  Scbwarz,  c'est-à-dire 
ceux  où  ces  deux  é(|uations  donnent  pour  .r  et  j  des  fonctions  uniformes  de 
u  et  r.  Les  conditions  trouvées  sont  d'une  extrême  simplicité  :  on  trouve 
qu'en  prenant  deux  quelconques  des  quatre  quantités  A,  a.  />,  vt  h.,,  soit, 
par  exemple,  X  et  />,,  la  différence  A  +  i,  —  i  est  égale  à  l'inverse  d'un 
entier  positif;  et  ensuite,  en  prenant  trois  (|uelconques  de  ces  mêmes  quan- 
tités, soit  A,  [xet^,,  la  dilTérence  2  — A—  u.  —  b^  est  encore  égale  à  l'in- 
verse d'un  nombre  entier  positif.  Les  fonctions  uniformes,  auxquelles  on  est 
ainsi  conduit,  sont  des  fonctions  liyperfuchsiennes. 

Le  cas  particulier  qui  nous  a  donné  le  premier  exemple  de  fonctions 
liyperfuclisienncs  correspondait  à  >.  =  u.  =  i,  = />^  =  |.  Dans  l'exemple 
précédent,  comme  dans  la  classe  étendue  de  groupes  byperfucbsiens  aux- 
quels nous  a  conduit  la  théorie  des  formes  quadratiques,  le  polvèdre  fonda- 
mental du  groupe  avait  un  ou  plusieurs  sommets  sur  la  surface  de  l'hyper- 
spliiTc  limite.  Nous  n'avions  pas  jusqu'ici  donné  d'exemple  efTectif  de 
groupe  liyperfucbsien  pour  lequel  le  polyèdre  fondamental  soit  tout  entier 
à  V intérieur  Ak'  l'hypersplière  :  trois  exemples  nous  sont  fournis  par  l'élude 
précédente;  ils  correspondent  respeclivement  à 

/.  =  jjL= />,  =  ^2=  5,     puis  I,     puis  |. 

Ils  nous  paraissent  intéressants,  car  on  peut  les  traiter  complètement 
et  donner  les  substilulions  fondamentales  de  chacun  d'eux.  L'n  cas  plus 
particulier,  et  de  nature  dillérento,  nous  a  aussi  occupé  (75);  c'est  un  cas 
1'.  8 
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limile  aiialoii'iio  aux  cas  où  les  fonclioiis  fuclisioniu's,  provenant  tlt'  la  série 
IivpergéoméH'iqne,  deviennent  des  fonctions  ellipti(]ues.  La  valeur  com- 
mune des  quatre  constantes  est,  dans  notre  exemple,  éiçale  à  ',  et,  en  pre- 
nant convenablement  les  intégrales,  l'inversion  donne  des  fonctions  dou- 
hieinent  périodiques  séparément  par  rap[)ort  à  u  et  par  rapport  à  c. 

Après  les  groupes  hyperfuchsiens,  nous  avons  étudié  dans  le  second  Cha- 
pitre un  autre  genre  dégroupes  discontinus,  que  nous  avons  appelés  hyper- 
nhcliens.  A  ceux-ci  correspondent  également  des  fonctions,  et  toutes  les 
fonctions  liyperaitéliennes  correspondant  à  un  même  groupe  peuvent  s'ex- 
l>rimer  rationnellement  à  l'aide  de  trois  d'entre  elles,  qui  sont  d'ailleurs 
liées  par  une  relation  algébrique.  A  tout  groupe  hyperabélien,  on  peut 
faire  correspondre  un  système  de  deux  équations  linéaires  simultanées  aux 
dérivées  partielles  ayant  quatre  solutions  communes  linéairement  indépen- 
ilantes,  mais  liées  par  une  relation  quadratique.  Les  fonctions  hyperabé- 
liennes  peuvent  donc  toutes  être  obtenues  de  la  manière  suivante  :  soit 

/■  =  as  H-  bp  -+-  cq  +  dz, 
t  =;«[«+  b^p  ^  c^q  -\-  c/,  -; 

(les  a,  h,  c,  d  étant  des  fonctions  algébriques  de  x  et  de  v)  un  système  de 
deux  équations  linéaires  ayant  quatre  solutions  communes  w,,  co,,  co,,  coj, 
linéairement  indépendantes,  mais  liées  par  la  relation  quadratique 

W]  (0;^  CO2&J3. 

Le  cas  où  les  deux  équations 


donnent  des  fonctions  uniformes  de  u  et  e  comprend  dans  sa  généralité  les 
fonctions  hyperabéliennes. 

J'ai  étudié  un  exemple  particulier  qui  a  son  origine  même  dans  la  théorie 
des  fonctions  abéliennes,  et  (jui  m'a  d'ailleurs  offert  le  premier  type  des 
transcendantes  hyperabéliennes. 

("onsidérons  une  courbe  du  second  genre,  et  désignons,  suivant  l'usage, 
par  G,  H,  G'  les  trois  constantes  qui  figurent  dans  le  Tableau  îles  périodes 
des  intégrales  normales.  Nous  posons 


H  =  v^l) 


-li-^-y  r-       ^V  '^  r-   ni>--^T 


(  5ç)  ) 
I)  désifîiKiiil  iiii  cnlicr  posilir:  los  trois  modules  do  l;i  ooiirlic  du  spciind  iri'iiic 
l'orrcspoiidiinl  soiil  alors  des  l'oiu-lions  uuifornips  do  .r  cl  v;  ces  fonclions 
lie  sont  définies  que  |)Our  les  valouis  de  x  et  de  >-,  dans  lesquelles  le  coelli- 
cienl  de  /  es(  posilil";  de  plus,  ee  sont  des  l'onctions  liypeialxdiennes.  Helati- 
venienl  au  i;i'oupe  liyperahélien  eoi'respondant,  il  y  a  une  dillérence  essen- 
tielle entre  le  cas  où  D  est  un  carré  parfait  et  celui  où  il  ne  l'est  pas;  dans 
le  pren)iei',  les  groupes  de  substitutions  olfecluées  simultanément  sur  r 
et  V  sont  séparément  discontinus,  et  les  fonctions  trouvées  se  ramènent 
aux  fonctions  modulaires  d'une  seule  variable  :  on  est  alors,  d'ailleurs, 
ilans  un  do  ces  cas  do  réduction  d'intégrales  byperelliptiques  aux  intégrales 
ellipti(|ues.  dont  j'ai  fait  l'élude.  Si,  au  contraire,  I)  n'est  pas  un  cairé  par- 
fait, on  obtient  un  exemple  d'une  véritable  fonction  liyperabéliennc. 


III.         Fonctions  abéliennes. 

La  tbéorie  des  fonctions  abéliennes,  envisagée  dans  sa  plus  grande  i;éne- 
ralité,  se  rattache  à  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  plusieurs  varia- 
l)les  indépendantes;  nous  aurons  donc  à  y  revenir  dans  le  prochain  Chapitre. 
Bornons-nous  en  ce  moment  à  deux  théorèmes  généraux  et  à  quelques  cas 
particuliers. 

Considérons  nue  surface  algébrique  telle  (|ue  les  coordonnées  d'un  (jucl- 
conque  de  ses  points  puissent  s'exprimer  par  des  fonctions  abéliennes  de 
deux  paramètres.  J'ai  montré  (30)  que  le  genre  crime  telle  surface  est  au 
plus  égal  à  runité;  c'est  une  proposition  toute  sciiihiablc  à  un  lliéoriiiie 
bien  connu  dans  la  théorie  des  courbes  planes,  rciatil'  aux  courbes  dont  les 
coordonnées  s'expriment  par  des  fonctions  doublement  périodiques  d'un 
paramètre.  En  s'appuyant  sur  la  notion  des  intégrales  doubles  de  première 
espèce  attachées  à  la  surface,  on  ari'ive  avec  une  extrême  simplicité  à  la 
<lrmonstration  de  celte  proposition  ;  la  même  marche  fournit  immédiate- 
ment, et  sans  le  moindre  calcul,  la  démonstration  du  théorème  relatif  aux 
courbes. 

On  sait  que  l'on  peut  former  avec  les  fonctions  0  de  n  variables  indépen- 
dantes des  fonctions  de  /i  variables  ayant  2«  systèmes  de  périodes,  ("es 

périodes,  d'ailleurs,  ne  sont  pas  toutes  arbitraires,  et  les  — '— — -  relations 

auxquelles  elles  satisfont  sont  bien  connues.  Riemann  avait  autrefois 
affirmé  (]ue  ces  relations  devaient  nécessairement  exister  entre  les  2//  sys- 
tèmes (le  périodes  de  toute  fonction  uiiifoiine  de  //  vai'iabics.  ■2/1  fois  pério- 


(   «o   ) 
(IkIUOS.  IVuiio  manière  précise,  cet   important    tiiéorème   peut  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Il  existe  toujours  un  système  de  périodes  de  la  fonction 


telles  (jue  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  a  et  ,3, 


_  o 


Riemann  n'a  pas  indiqué  la  méthode  qui  l'a  conduit  à  ce  théorème.  Une 
conversation  que  j'eus  à  ce  sujet  avec  M.  Poincaré  fut  l'origine  d'une 
Note  (46)  que  nous  puhliàmes  en  commun,  où  le  théorème  était  complè- 
tement établi.  De  ce  théorème  se  déduit  de  suite  cette  conséquence  bien 
diiïne  d'intérêt  :  Toute  fonction  uniforme  in  fois  périorlique  de  n  variables 
indépendantes  peu!  être  expiimée  au  moyen  des  fonctions  0. 

A  côté  de  nombreuses  analogies,  la  théorie  des  fonctions  Q  Ae p  variables 
présente  avec  la  théorie  des  fonctions  0  d'une  seule  variable  des  dillerences 
très  sensibles,  et  celles-ci  apparaissent  surtout  dans  les  questions  relatives 
à  la  transformation.  Il  existe  cependant  pour  chaque  valeur  du  nombre  p 
des  classes  particulières  de  fonctions  0,  dont  l'étude,  relativement  plus 
simple,  conduit  à  des  résultats  se  rapprochant  davantage  de  ceux  que  l'on 
rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Un  exemple,  relatif 
à  p  =  3,  nous  est  fourni  par  mes  précédentes  recherches  sur  un  certain 
groupe  hyperfuchsien.  Les  fonctions  0  relatives  à  trois  variables  se  trou- 
vent, comme  on  sait,  définies  par  une  certaine  forme  quadratique  ternaire; 
nous  donnons,  dans  notre  exemple,  aux  coefticients  de  cette  forme  cer- 
taines valeurs  particulières,  où  figurent  deux  paramètres  complexes  arbi- 
traires u  et  »'.  Dans  ces  conditions,  on  peut  faire  correspondre  à  cette 
classe  de  fonctions  0  le  groupe  hyperfuchsien  G,  dont  je  me  suis  occupé 
plus  haut.  Désignons  par  U  et  Y  ce  que  deviennent  u  et  c  quand  on  effectue 
sur  eux  une  substitution  quelconque  de  ce  groupe.  La  question  qui  fait 
l'objet  du  travail  indiqué  (40)  est  la  transformation  des  fonctions  0  quand 
on  remplace  u  et  v  parlj  et  V.  Elle  présente  la  plus  complète  analogie  avec 
la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  0  d'une  seule  variable,  et 
j'ai  pu  employer  une  méthode  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  autrefois 
par  M.  Hermite  dans  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions  0 


(  Cn   ) 
(rmic  st'iilc  vaiiiililc.  I.cs  tuiulidns  ;ilicliciiin's  iloiil   nous  |(;iili)ns  |iio\icii- 
iii'Dt  en  ili'tinilivi'  de  la  tclaliuii  al^'t'liri(|Uc  ciiti'i'  ;  cl  / 

;•'=<(,<  —  I  !(/  —  ,;■)(<—  »•), 

(HIC  mms  avons  ilcjà  considérée.  Nous  avons  exprimé  les  deux  modules  .r 
ri  Y  |iar  (les  fonctions  hyperfuclisiennes  tie  deux  variables  ii  e(  «'.  Nos  fonc- 
tions r  cl  Y  jouent  dans  lu  thcorie  de  ces  fonctions  ahc/icnnes  le  même  tôle  que 
la  fonction  modulaire  dans  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques,  (ics  fondions 
liypcifuclisicnncs  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  Ibnetions  0  de  dois  va- 
riables, absolument  comme  on  exprime  la  fonction  modulaire  au  moyen 
des  fonctions  0  d'une  seule  variable. 

On  sait  combien  il  est  facile  de  représenter  par  des  séries  une  fonction 
doublement  périodique.  Soit/(e'^)  une  fonction  rationnelle  de  e';  si  la  série 

2  /(e-'*""'")  est  convergente,  elle  représentera  une  (onction  doublement 

périodique  avec  les  jjériodcs  2-/  et  w.  On  n'avait  jamais,  «jue  je  sache,  con- 
sidéré des  expressions  analogues,  mais  relatives  à  deux  variables  indépen- 
dantes. Soit  /(e"^,  e^)  une  fonction  rationnelle  de  e^  et  e-  :  je  considi-re  la 
série 

les  o)  et  co'  étant  des  conslanlcs.  L'idée  de  considérer  une  (elle  série  est  as- 
surément banale;  ce  qui  est  intéressant,  c'est  de  donncrdes  exemplesoii  la 
série  converge.  Je  donne  des  cas  très  étendus  où  une  pareille  série  est  ab- 
solument convergente;  elle  définit  une  capression  ayant  quatre  couples  de 
pèrioiles.  Mais  une  telle  expression  ne  peut  pas  en  général  être  une  fonction 
quadruplement  périodique  définie  pour  toute  valeur  de  a- et  v,  et  présentant 
pour  tout  système  de  valeurs  finies  de  ces  variables  le  caractère  d'une  fonc- 
tion rationnelle;  elle  possède  en  effet  des  surfaces  de  singularités  essen- 
tielles qui  empécbcnt  d'en  faire  le  prolongement  analytique;  car,  en  allant 
d'un  système  de  valeurs  à  un  autre  arbitraire,  on  peut  être  arrêté  par  les 
surfaces  de  singularités.  Les  expressions  précédentes  peuvent  aisément 
être  développées  en  séries  trigonométriques;  j'ai  traité  complètement  un 
cas  parliculier([ui  me  donne  des  séries  trigonométriques  de  deux  variables, 
dont  les  coefficients  ont  une  loi  extrêmement  simple  et  présentent  une 
grande  analogie  avec  ceux  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions 
clliptif|ues.  C'est  là  un   type  nouveau  de  série  trigonometrique  de  deu.c  va- 


(62    ) 

liables.  dont  réliule  iiiciilc,  je  crois,  d'èlre  approrondie.  lluli^|uon^  ici  l'ex- 
pression sous  l'orme  de  série  : 

V^  V^  ea(j:+/»o>;-<-p()--i-nu')  ça/(x-i-mM)-*-p'(y+«u') 

les  six  constantes  co,  co',  a,  a',  JB  et  ^'  désignant  des  quantités  réelles  quel- 
conques. 

Relativement  aux  fonctions  elliptiques,  j'ai  peu  de  chose  ;i  ajouter  aux 
applications  qui  en  ont  été  faites  plus  haut  à  l'étude  des  équations  dilTé- 
lenlielles.  Mentionnons  seulement  la  recherche  ('2)  des  fonctions  uniformes 
d'une  variahle  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

f{z-^-,^)^f{z),         f(z  +  w')=/{:)S{z), 

'>{:■)  désignant  une  fonction  douhlement  périodique  aux  périodes  co  et  co'. 
Je  donne  ces  fonctions  sous  forme  de  produit  convergent,  et  aussi  sous 
forme  d'intégrale  définie. 

J'ai  tiré  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  une  équation  différentielle 
du  second  ordre,  non  linéaire,  jouissant  de  propriétés  curieuses.  Désignons 
parto  et  o)'  les  périodes  de  la  fonction  elliptique  sn.r,  et  soient  a  et  6  deux 
constantes  arbitraires;  l'expression  // ^  sn(aco -i- Aco'),  considérée  comme 
fonction  du  carré  j:  =  /-  du  module  k,  satisfait,  quelles  que  soient  les  con- 
stantes aet  bh  une  équation  dillerentielle  algébrique  du  second  ordre.  Les 
points  critiques  des  intégrales  de  cette  équation  sont  fixes;  ce  sont  les 
points  o,i  et  ac.  De  plus,  elle  admet  une  infinité  d'intégrales  algébriques, 
qui  ne  sont  pas  d'un  degré  déterminé. 


QUATUIKMK  CIIAIMTKK. 

TiiKOHii-:  i>i:s  SI  itr\(:KS  M.r.KiuuouES. 


J'ai  réuni  dans  ce  Cliapilrc  mes  iocIiltcIics  sur  les  surfaces  algébriques: 
ces  ckules  sont  nécessairement  liées  à  la  tliéorie  des  fonctions  algébriques 
d'une  et  de  deux  variables  indépendantes.  La  théorie  des  fonctions  algébri- 
ques d'une  variable  a  été  depuis  (|uaiante  ans  l'objet  de  travaux  considéra- 
bles, et  c'est  peut-être  à  Riemann  (|ue  l'on  doit  les  notions  les  plus  essen- 
tielles sur  ce  sujet,  qui  se  rattache  à  tant  de  problèmes  de  Géométrie  et  de 
(".;ilcnl  intégral.  Beaucoup  moins  avancée  est  la  théorie  des  fonctions  algé- 
bri(|ues  de  deiiv  variables;  la  lecture  des  beaux  Mémoires  d'un  des  géomè- 
tres les  plus  éminents  de  notre  époque,  M.  Nœther,  professeur  à  l'Univer- 
sité d'Erlangen,  me  décida  à  m'occuper  de  cette  question  aussi  importante 
(|ue  dilficile.  C'est  en  elfet  par  l'étude  d'un  cas  particulier,  comme  celui-là, 
que  nous  pouvons  espérer  pénétrer  dans  la  théorie  générale,  encore  si 
obscure,  des  fonctions  de  plusieurs  variables  ;  on  va  voir  d'ailleurs  les  dill'é- 
renccs  qui  séparent  la  théorie  quand  on  passe  d'une  ii  deux  variables,  et 
combien  l'analogie,  qui  si  souvent  est  un  guide  excellent,  pourrait  ici  de- 
venir trompeuse. 

M.  Nœther  avait  princi|)alenient  étudié  la  théorie  des  surl'aces  au  point 
de  vue  algél)ri(|ue,  en  approfondissant  l'étude  de  ces  polynômes  adjoints 
d'ordre  m  —  /|  (m  désignant  le  degré  de  la  surface)  qui  sont  les  analogues 
des  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  3,  jouant  un  rôle  si  important  dans  la 
théorie  des  courbes  planes  algébriques.  Il  est  ainsi  arrivé  à  la  notion  de 
deux  nombres  invariantifs  fondamentaux.  Le  premier,  désigné  [)ar  />  cl 
comniuiiémenl  appelé  .^-wi/r  de  la  surface  (^Fldc/ierigeschlec/u),  est  égal  an 
nombre  des  paramètres  arbitraires  figurant  dans  les  polynômes  adjoints  Q 
d'ordre  m  —  \.  Le  second,  désigné  par  p,  [Cun'engeschlecht^,  représente  le 
cenre  de  la  courbe  mobile  d'intersection  de  la  surface  donnée  avec  les  sur- 
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faces  représoiid'os  par  riH]iiation  Q  =  o.  J'ai  Icnii  ii  rappeli'i'  la  détiiiition 
do  cos  doux  iionil)ros  qui.  lo  proniior  suilout,  vont  revenir  souvent  dans  la 
suite. 

I.  —  Intégrales  de  différentielles  totales. 

Dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  on  ne  s'est  pas  borné  au  point 
de  vue  algébrique,  et  la  considération  de  certaines  expressions  transcen- 
dantes attachées  à  la  courbe  présente  le  plus  grand  intérêt.  Ces  transcen- 
dantes sont,  comme  on  sait,  les  intégrales  de  la  forme 

(1)  j  n(x,y)d^', 

W  étant  une  fonction  rationnelle  de  .r  et  v,  celles-ci  étant  définies  par  la 
relation  f(cc,Y)  =  o,  qui  définit  la  courbe.  Si  nous  considérons  mainte- 
nant une  fonction  =  de.r  et  r  définie  par  la  relation  algébrique/(a-,j,  s)  :=  o, 
on  peut  faire  correspondre  à  cette  surface  des  intégrales  de  différentielles 
totales  lie  la  forme 

(a)  /  P{-c,  y,  z)  d.r  +  Q{x,  y,z)  dv. 

où  F  et  Q  sont  dos  fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  z,  et  pour  lesquelles  la 
condition  d'intégrabilité  est  supposée  satisfaite. 

L'étude  de  ces  intégrales  était  complètement  à  faire;  je  la  commençai  à 
la  fin  de  i88_'|.  Parmi  les  intégrales  (i),  il  en  est  de  particulièrement  inté- 
ressantes: ce  sont  celles  qui  restent  toujours  finies,  et  qu'on  appelle  de 
première  espèce.  Dans  mes  premières  recherches  je  considérai  donc  les  inté- 
grales de  la  forme  (2),  qui  restent  finies  pour  tout  système  de  valeurs,  fi- 
nies ou  infinies,  des  deux  variables  indépendantes  x  et  j. 

Dès  le  début  de  cette  étude,  on  rencontre  une  différence  bien  profonde 
entre  le  cas  d'une  variable  et  celui  de  deux  variables.  On  sait,  en  effet, 
qu'à  une  courbe  algébrique  correspondent  en  général  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce;  ainsi,  pour  parler  plus  nettement,  la  courbe  la  plus  générale 
d'un  degré  donné  possède  un  certain  nombre  bien  connu  d'intégrales  de 
première  espèce  linéairement  indépendantes.  Il  en  est  tout  autrement  pour 
les  surfaces  algébriques  :  il  n'existe  pas  d'intégrales  de  différentielles  totales 
de  première  espèce  correspondant  à  la  surface  la  plus  générale  de  degré  m. 
Je  montre  comment  on  pourra  reconnaître  si  une  surface  donnée  possède 
des  intégrales  de  première  espèce,  et  quel  est  lo  nombre  de  ces  intégrales 
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liiii'aiiciiR'iil  in(li'|H'ii(liiiilos.  J'nvais  supposo  d'ahnid  (|ii('  la  surfaco  n'avait 
pas  lie  sini;iilaiilt's  nidinaiios,  mais  dans  cps  (|iit'slions  la  eoniplicalion  dos 
sini^uiaritos  n'ost  la  source  d'aucune  (lilliculté,  car  on  sail,  depuis  long- 
lenips,  comme  l'a  montré  .M.  Nd'llior,  dissoudre  en  (|uel(|ue  sorte  une  sin- 
},'ularilé  extraordinaire  donnée  en  des  sinj^ularités  ordinaiics,  en  employant 
une  transformation  rationnelle  convenalde. 

Les  recherches  précédentes  nous  ont  permis  d'cMlrepreiidii'  l'élude  d'une 
classe  intéressante  de  surfaces  algébriques,  dans  la(|nei!e  hi  notion  des 
intégrales  de  première  espèce  joue  un  rolc  capital  :  ce  sont  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  |)oiiil  ([uelconque  s'expriment  par  des 
fondions  uniformes  ([Madru|)lement  péi'i(idi(|ues  de  deux  paramètres,  en  y 
ajoutant  cette  condition  (|u'à  un  point  arbitraire  de  la  surface  ne  corres- 
ponde (ju'un  seul  systi-me  de  valeuis  des  deux  paramètres,  abstraction 
faite,  bien  entendu,  des  multiples  des  périodes.  Ces  surfaces  sont  les  ana- 
logues des  courbes  planes  du  genre  un,  pour  lesquelles  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  doublement  pério- 
diques d'un  paramètre.  \ous  montrons  tout  d'abord  que  la  surface  doit 
être  du  genre  un;  en  outre,  elle  doit  posséder  deux  intégrales  de  iircniil'ic 
espèce  linéairement  indépendantes  et  deux  seulement. 

J'indiquai  encore  dans  mon  premier  travail  sur  ce  sujet  une  troisième 
condition  :  considérons  l'unique  surface  adjointe  d'ordre  m  —  f\  correspon- 
dant à  la  surface  et  V  sa  courbe  d'intersection  avec  celle-ci  en  dehors  des 
lignes  multiples  ;  la  courbe  V  doit  être  nnicursale.  Or  il  résulte  d'un 
théorème,  anciennement  établi  par  .M.  Nœther,  (|ue  celte  (Icrnii'ie  con- 
dition est  toujours  remplie  dans  les  surfaces  de  genre  un.  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  surface  algébri(|U(>  s'expi'inii'iil,  de  la  manière  indi(|uée.  |)ai'  des 
fonctions  quadruplemenl  périodiques  de  deux  paramètres,  prend  diuic  la 
forme  remarquable  (]ne  voici  : 

Il  faut  el  il  suffit  que  la  surface  soit  de  genre  un  et  possède  deu  v  intégrales 
de  première  espèce  linéairement  indépendantes. 

Nous  devions  nalurfliciiienl  nous  dcniander  ii  pailii'  de  (|ii('l  degré  on 
rencontre  des  surHices  jouissant  de  la  propriété  précédente.  J'ai  montré 
qu'il  n'existait  pas  avant  le  sixième  degré  de  surface  de  genre  un  possé- 
dant deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce  ;  les  surfaces  étudiées 
sont  donc  au  moins  du  sixième  degré.  On  trouve  bien  effectivement  des 
surfaces  du  sixième  degré  dont  les  coordonnées  s'exprimcnl  de  la  manière 
cherchée;  dans  l'exemple  (|ne  j'ai  donné,  les  fonctions  (|uailrupb'nient  \)i'- 
1'-  -.» 
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rii)ili(|iios  so  rL'diiiscnl  en  rôiililr  à  des  ('onctions  (Iduhlt'inciit  pciiodiiinos  par 
rapport  à  chacune  des  variables  prises  convenal)lemont.  Je  n'ai  d'exemple 
eiVectir.  sans  cas  de  réduction  aux  fonctions  doublement  périodi(|ues,  (|u'à 
partir  du  neuvième  degré,  mais  je  n'ai  pas  démontré  cependant  que  l'on 
ne  peut  pas  rencontrer  un  tel  exemple  du  sixième  au  neuvième  degré  ;  il  y 
aurait  donc  à  compléter  sur  ce  point  les  recherches  précédentes. 

J'insiste  encore  sur  cette  condition  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  surface 
ne  correspond  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  paramètres,  aux  périodes 
près;  ainsi  il  existe  une  surfijce  célèbre  du  quatrième  degré,  qui  poi-te  le 
nom  de  ^\.  Kummer,  pour  laquelle  les  coordonnées  d'un  point  s'expriment 
par  des  fonctions  ahéliennes  de  deux  paramètres,  mais  cette  surface  ne 
rentre  pas  dans  la  classe  qui  nous  occupe,  cai'  il  est  facile  de  vérifier  que, 
dans  ce  cas,  à  un  point  arbitraire  de  la  surface  correspondent  deux  systi'mes 
distincts  de  valeurs  de  ces  paramètres. 

Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  que  des  intégrales  de  première 
espèce;  j'ai  approfondi  aussi  la  question  beaucoup  plus  difficile  des  inté- 
grales de  dillerentielles  totales  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  Nous  pou- 
vons tout  d'abord  définir  comme  il  suit  les  intégrales  de  seconde  espèce. 
Considérons  les  courbes  le  long  desquelles  l'intégrale  devient  infinie.  SoitC 
une  de  ces  courbes  que,  sans  diminuer  la  généralité,  nous  pouvons  sup- 
poser une  courbe  simple  de  la  surface;  je  prends  alors  un  cycle  infiniment 
petit  entourant  cette  courbe  en  un  point  ordinaire  (on  peut,  par  exemple, 
donner  à  v  une  valeur  fixe  et  considérer  dans  le  plan  de  la  variable  œ  un 
contour  infiniment  petit  autour  d'un  point  de  la  courbe  C,  répondant  à  la 
valeur  prise  pour  y).  Si  l'intégrale  le  long  de  ce  cycle  est  nulle,  nous 
dirons  que  la  courbe  C  est  une  courbe  polaire.  Une  intégrale  de  seconde  es- 
pèvc  ne  possède  que  des  courbes  polaires. 

Si  l'intégrale  le  long  d'un  contour  infiniment  petit,  analogue  à  celui  dont 
nous  avons  parlé,  n'est  pas  nulle,  cette  courbe  C  sera  dite  une  courbe  loga- 
rithmique,  et  l'intégrale  sera  de  troisième  espèce.  Dans  ce  cas,  à  une  courbe 
logarithmique  correspond  évidemment  une  période.  Une  telle  période  sera 
dite  période  polaire. 

Nous  établissons  d'abord  que,  si  une  surface  est  la  plus  générale  de  son 
degré,  toute  iutégrale  de  cette  espèce  se  réduit  à  une  fonction  rationnelle 
des  coordonnées.  Ainsi,  en  faisant  abstraction  des  fonctions  rationnelles  des 
coordonnées,  il  n'y  a  pas  pour  une  surface  quelconque  d'intégrales  de 
seconde  espèce.  La  question,  que  nous  avons  ensuite  abordée,  a  été  de 
reconnaître  si  une  surface  possède  des  intégrales  de  seconde  espèce  autres 
(jue  des  fonctions  rationnelles.  Klle  est  beaucoup  plus  difficile  à  résoudre 
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c|iir  II'  lUiilili'inc  aii;il(ii,'iic  |ioiii' les  iiili'jil'alcs  île  |irt'iiiii'i'('  cspi'ce.  Nous  la 
résolvons  (■omplt'lenu'iil,  on  la  raintMiant  à  une  (jneslion  d'nne  loiit  anlic 
nalurc;  nons  faisons  corrospondic  à  la  siirlaoe  nno  ceilaine  é([uation  dillV-- 
rcnticllo  linéaire  ordinaire.  e(  nons  avcnis  à  reclicrclier  si  celte  é(|nalion 
admet  comme  intégrales  des  Iractioiis  rationnelles.  Nons  retronverons  tont 
à  riieiire  cette  é(|nation  dillérentielle  linéaire,  dont  le  rôle  inattendu  dans 
cette  théorie  parait  vraiment  bien  cnrienx. 

Helativement  anx  intéfirales  de  troisième  espi'ce.  nous  pouvons  émuii  cr 
i(ne.  étant  donnée  une  surface  aliiél)ri(|ue  ij;énérale  et  étant  considérée  une 
intégrale  (|uelcon(|ue  de  dillérentielle  totale  relative  à  cette  surface,  cette 
intéirrale  (à  moins  (|u'elle  no  soit  nue  fonction  rationnelle  des  coordon- 
nées) aura  nécessairement  des  courbes  loij;aritliini(|ues.  et  les  périodes  po- 
laires correspondant  à  ces  cottrhes  logarithmiques  seront  les  seules  périodes  de 
l'intégrale. 

Dans  le  cas  où  une  surface  possi'dc  des  intégrales  de  seconde  espèce,  on 
doit  distinguer  un  certain  nombre  entier  qui  représente  le  nombre  de  ces 
intégrales  qui  sont  distinctes;  nons  entendons  par  intégrales  distinctes  des 
intégrales  dont  aucune  combinaison  liiiéaire  ne  se  réduit  à  une  fonction  ra- 
tionnelle des  coordonnées.  D'autre  part,  ces  intégrales  possèdent  un  certain 
nombre  de  périodes:  (mi  a  le  tliéori'ine  suivant  : 

Le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  est  égal  au  nombre  de 
leurs  périodes. 

(".et  énoncé  rappelle  une  prop(»silion  de  la  théorie  des  courbes  algébri- 
ques: au  fond,  l'analogie  est  purement  dans  la  forme,  les  circonstances 
étant  ici  entièrement  dilf'érentes,  par  le  seul  fait  qu'il  faut  dans  notre  énoncé 
sous-entendre,  en  parlant  des  \nié%VA\e:i,,  quand  elles  existent.  Le  caractère 
des  deux  théorèmes  est  donc  bien  dilTérent.  et  la  démonstration  dans  le  cas 
des  surfaces  est  singulièrement  plus  ilélicate  que  pour  les  courbes. 

[,a  théorie  des  intégrales  de  troisième  espèce  se  trouve  rattachée  à  celle 
des  intégrales  do  seconde  espèce  par  le  théorème  suivant  : 

Il  n'y  a  il' intégrales  de  troisième  espèce  avec  des  périodes  distinctes  des  pé- 
riodes polaires  que  dans  le  cas  où  il  y  a  des  intégrales  de  seconde  espèce,  et 
alors  le  nombre  des  périodes  distinctes  des  périodes  polaires  est  égal  au  nombre 
des  intégrales  de  seconde  espèce. 

Tels  sont,  en  se  bornant  aux  théorèmes  généraux,  les  [loints  principaux 
de  mes  recherches  sur  les  intégrales  de  diirérentielles  totales  algébri(]ues. 
Nous  avons  déjà  indi([ué  plus  haut  une  application  de  cède  théorie  ii  l'étutlc 
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(h' siirtaci's  aUi'l)i-i(|iios;  mnis  en  verrons  hientot  d'aulres.  (Vesl  d'ailleni-s 
un  sujet  loi'l  vaste,  que  je  ne  prétends  pas  avoir  épuisé,  mais  les  points 
essentiels  sont  lixés.  Peut-être  voudra-t-on  bien  reconnaître  que  j'ai  ouvert 
dans  la  théorie  des  surfaces  un  nouveau  Chapitre;  c'est  ce  qu'exprimait 
réniinenl  professeur  d'Erlangeu,  (luej'ai  cité  plus  haut,  quand  il  écrivait 
dans  un  Mémoire  récent  des  Mathematische  Annalen  :  «  Herr  E.  Picard 
hat  vor  einiger  Zeit  fiir  aigehraisclie  Fliiclien  ein  neues  Forschungsgebiet 
hetrefen.  » 


II,  —  Des  cycles  dans  les  surfaces  algébriques. 

On  connaît  toute  l'importance  de  la  théorie  des  cycles  dans  l'étude  des 
courbes  algébriques.  Aucune  théorie  analogue  n'avait  été  tentée  pour  les 
surfaces,  et,  d'autre  part,  mes  précédentes  recherches  sur  les  intégrales  de 
dilTérentielles  totales  me  montraient  là  une  lacune  importante  à  combler. 
J'eus  donc  tout  naturellement  la  pensée  de  chercher  à  poser  les  bases  d'une 
théorie  des  cycles  dans  les  surfaces.  Je  ne  tardai  pas  alors  à  remarquer  que 
la  généralisation  peut  se  faire  dans  deux  directions  dilférentes;  il  y  a  à 
considérer  pour  les  surfaces  des  cycles  à  une  dimension  ou  linéaires  et  des 
cycles  à  deiLv  dimensions  :  d'où  deux  théories  entièrement  distinctes. 

En  pénétrant  dans  la  première  étude,  on  rencontre  dès  le  début  un  ré- 
sultat au  premier  abord  inattendu  :  c'est  qu'en  général,  pour  une  surface 
algébrique,  il  n'y  a  pas  de  cycles  linéaires,  je  veux  dire  qu'ils  se  réduisent 
tous  à  des  cycles  nuls.  Ce  résultat  nous  donne  la  véritable  raison  de  ce 
fait,  signalé  plus  haut,  qu'il  n'y  a  pas  en  général  d'intégrales  de  première 
et  de  seconde  espèce  pour  une  surface  ;  en  elfet,  les  cycles  linéaires  se  ré- 
duisant à  zéro,  il  ne  peut  y  avoir  de  périodes  différentes  de  zéro.  Il  y  a 
cependant  des  surfaces  possédant  effectivement  des  cycles  linéaires  ;  telles 
sont,  par  exemple,  les  surfaces  déjà  considérées  dont  les  coordonnées  s'ex- 
priment, comme  il  a  été  dit,  par  des  fonctions  quadruplement  périodiques, 
et  qui  possèdent  manifestement  quatre  cycles  distincts.  Nous  avions  donc  à 
rechercher  les  cycles  linéaires  distincts  d'une  surface  algébrique  donnée. 
Dans  cette  question,  la  réductibilité  d'une  certaine  équation  différentielle 
linéaire  joue  un  rôle  essentiel,  et  c'est  précisément  l'équation  qui  nous  a 
déjà  été  si  utile. 

Cette  question  du  nombre  des  cycles  distincts  peut  aussi  se  ramener  à 
une  (juestion  de  géométrie  de  situation.  L'équation  d'une  surfece  algé- 
brique fi-T,  Y,  z)  ^=  o  revient  ii  deux  relations  entre  six  quantités  réelles  ou 
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à  une  seule  reliilion  ali,'éliii(Hie  eiilie  iiii(|  i|ii;iiililés  réelles.  On  |kiiI  sili- 
ce syslème  de  cin(|  qiiitnlilés  eirectuer  une  Iraiislormation  l)irationnelle(iiii 
le  fasso  corresponilre  à  une  suilaee  fermée.  Nous  avons  donc  ainsi  une  é(|iia- 
tion  délinissanl  un  espace  /t77«c' à  quatre  diinensioiis  dans  un  espace  à  ciiui 
dimensions;  à  cet  espace  fermé  coi  respondroni  deux  ordres  du  connexilé 
l>,  et/;.,  et  c'est  le  premier  de  ces  nombres  qui  nous  intéresse  en  ce  mo- 
ment. Hien  d'ailleurs,  dans  les  •jénéraiités  qui  précèdent,  ne  nous  montre 
(|Ui'  le  nombre/;,  doive  être  nul;  il  était  donc  indispensable  de  traiter, 
comme  nous  l'avons  fait,  la  question  par  une  autre  voie. 

Notre  attention  vient  de  se  trouver  portée  sur  un  second  mmibre  p,, 
relatif  à  une  connexion  de  seconde  espèce;  c'est  ainsi  que  nous  sommes 
conduit  aux  cycles  à  deux  dimensions.  Une  surface  cyclique  ou  cycle  à  deux 
dimensions  peut  être  défini  un  continuuin  fermé  à  deux  dimensions,  tel 
que  toute  courbe  fermée  à  une  dimension  tracée  sur  lui  soit  un  cycle  linéaire 
de  la  surface.  Il  n'en  est  pas  du  nondjrc  p.,  comme  du  nombre/?,;  ce 
nombre  p..  n'est  pas  nul  en  général,  et  c'est  par  suite  dans  tes  cycles  à  deux- 
dimensions  d'une  surface  qu'il  faut  chercher  la  généralisation  des  cycles 
d'une  courbe  algébrique. 

Nous  nous  trouvons  maintenant  ramené  aux  expressions  transcendantes 
attacliées  à  une  surfoce  algébrique.  Je  n'ai  parlé  jus(|u'ici  que  des  inté- 
grales de  dilTérentielIes  totales  ;  on  peut  considérer  d'autres  expressions 
transcendantes,  comme  l'a  fait  .AI.  \(elbei'  qui  a  considéré  les  intégrales 
doubles  (le  la  forme 

I  '  r  Q  (x.  Y,  s)  dx  dy 


ff 


fi 


Q  étant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  -  4-  On  pourrait  les  appeler  des 
intégrales  doubles  de  première  espèce;  on  peut  en  effet  montrer  qu'elles 
restent  toujours  finies,  quel  que  soit  le  cbamp  de  l'intégration. 

La  (|uestion  de  la  périodicité  des  intégrales  doubles  m'avait  depuis  long- 
temps préoccupé.  J'ai  d'abord  cliercbé  pour  ces  intégrales  une  première  ex- 
tension de  la  notion  de  périodes,  mais  je  fus  ainsi  conduit  à  des  expressions 
(jui,  dépendant  du  domaine  d'intégration  de  l'intégrale  double,  ne  pouvaient 
être  considérées  comme  les  analogues  des  périodes  de  l'intégrale  simple. 
En  continuant  mes  rechercbessur  les  divers  ordres  de  connexité  des  groupes 
liyperfuclisiens,  j'avais  vu  l'importance  que  pourraient  avoir  pour  les  inté- 
grales doubles  les  espaces  fermés  a  deux  dimensions,  contenus  dans  le  do- 
maine fondamental,  et  j'avais  pensé  à  prendre  un  tel  espace  comme  domaini- 
d'intéi^ratitin   punr  l'inléi^rale  dmible.  Mais  j'en  étais   resté  là;   une  notion 
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rsst'iiticllr  1110  m;mi|iiail  [xiiir  (Ic'citlor  si  les  (|iiaiitités  ainsi  obti'iuu's 
l'taioiit  des  constantes  :  je  veux  parler  de  l'extension  aux  intéifrales  doubles 
du  théorème  fondamental  de  Cauchy  sur  les  intégrales  simples.  Aussi,  di's 
que  cette  extension  eut  été  annoncée  par  M.  Poincaré  dans  une  Note  (|ui  fut 
depuis  développée  dans  un  profond  Mémoire,  je  pus  poser  les  principes  de 
la  théorie  des  périodes  cycliques  des  intégrales  doubles  algébriques. 

Reportons-nous  aux  cycles  h  deux  dimensions,  qui  viennent  d'être  délinis  : 
l'intégrale  étendue  à  un  tel  cycle  est  une  période. 

(Juant  au  calcul  effectif  de  ces  périodes,  on  peut  le  ramener  encore  à 
l'étude  d'une  équation  différentielle  linéaire.  Cette  équation  possède  en 
(|uelque  sorte  des  cycles,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  chemins  partant  d'un 
point  et  y  revenant,  qui  ramènent  chacun  une  intégrale  déterminée  avec  la 
même  valeur  au  point  de  départ.  Soit  ù  une  telle  intégrale,  si  l'on  intègre 

/  Qr/v  le  long  de  ce  chemin,  on  aura  une  période  cherchée. 

Quand  on  passe  du  domaine  de  deux  variables  complexes  à  celui  de  trois 
variables,  on  peut  de  deux  manières  différentes  étendre  les  notions  relatives 
aux  intégrales  multiples.  Les  résultats  que  j'ai  obtenus  à  ce  sujet  se  ratta- 
chent immédiatement  aux  recherches  précédentes.  On  peut,  en  premier 
lieu,  considérer  l'intégrale  doultle 


// 


A  dv  d:  +  B  dz-  d.r  -+-  C  dx  dy, 

étendue  ii  une  certaine  sur/ace  à  deux  (limensioiis.  Bornons-nous  à  supposer 
que  A,  B,  C  sont  fonctions  rationnelles  des  trois  variables  complexes  indé- 
pendantes ce,  y  et  z.  Je  cherchai  les  résidus  de  cette  intégrale  double,  en 
supposant  vérifiée  la  condition  qu'on  peut  appeler  d'intégrabilité 


dA 

- 

dy    ' 

dz 

= 

0. 

p 

s' 

B  = 

Q 

s 

.  C  = 

R 

S' 

P, 

C 

En  supposant  que  A  =  ^^ »  B  =  -^>  C  ==  -ô»  P,  Q,  R  et  S  étant  des  polynômes 

en  jc,  y,  z  et  le  dernier  étant  irréductible,  on  arrive  à  ce  résultat  que  les 
résidus  ne  sont  autre  chose  que  les  périodes  de  l'intégrale  de  différentielle 
totale 

rpdy  —  Qdjc 

relative  à  la  surface  S(x,y,  ;  )  =  o. 


On  |ii'iil,  iMi  second  Inii,  |iiriii|ic  rinlt-itr-il'  (ri|il(' 

P  et  Qcliinl  (li's  [)()lyM(iint's  en  r.j  et  :;;  nous  n'avons  ici  aucuiif  (.'ondiliDii 
d'intéiirahilitt'  à  (aiiT  inlervi'iiir,  cl  nous  avons  cliorclié  les  résidus  de  cette 
inlci^'iale,  c'est-à-dire  les  valeurs  (|u'elle  prend  ([uand  elle  est  étendue  à  un 
ccinliiiuum  feriué  (|uelcon(|ue  à  trois  dinu'iisions.  Voici  le  résultat  :  res  ré- 
sidus sorti  les  périodes  de  rintégmle  double 

V  (I.ccIy 


ff'-^: 


cette  intégrale  duiilde  étant  relative  ii  la  suriace  ()(.x,  y,  z)  =  o.  (le  i-é- 
sullal  me  semble  intéressant  en  ce  qu'il  conduit  à  envisager  sons  un  mm- 
voan  point  de  vue  les  périodes  des  intégiales  doiiMes. 


III.  —  De  la  transformation  des  surfaces. 

L'étude  des  courbes  algébriques  susceptibles  de  se  transformer  les  unes 
dans  les  autres  par  des  transformations  birationnelles  forme  un  diapitre 
fondamental  de  la  tbéorie  des  courbes  planes  dont  lîiemann,  le  premier,  a 
montré  l'importance  et  l'intérêt.  Une  étude  analogue  n'a  pas  moins  d'intérêt 
dans  la  tbéorie  des  surtaces  algébriques,  et  mes  précédentes  recbercbes 
m'ont  naturellement  conduit  à  m'occuper  de  cette  question.  L'étude  des 
surfaces  susceptibles  de  se  transformer  en  elles-mêmes  se  présentait  tout 
d'abord;  >F.  Scinvarz  avait  démontré  que  les  courbes  des  genres  zéro  et  un 
sont  les  seules  (jui  puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substi- 
tution birationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  J'établis  pour  les 
surfaces  un  tliéorème  analogue,  d'apri's  lequel  les  surfaces  du  genre  zéro  ou 
un  sont  les  seules  qid  puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une  substi- 
tution hiralionnelle  renfermant  deux  paramétres  arbitraires.  Nous  entendons 
d'ailleurs  que  les  deux  |)aramètres  figurent  dans  la  transformation  de  telle 
manière  qu'à  un  point  de  la  surface  correspond,  par  la  transformalion  et 
en  faisant  varier  les  paramètres,  non  pas  une  courbe  déterminée,  mais  nu 
point  arbitraire  de  la  surface. 

L'examen  du  cas  où  il  y  a  setilcincMl  un  |)arami'tre  arbitraire  dans  la 
transformation  condiiil  à  des  conclusions  bien  dillérentes;  dans  ce  cas  le 


(  T-  ) 
licnic  (lo  la  smracf  pciil  ('Iro  (|iU'lconqiie.  Un  peut  ini'iiie  trouver  bien  aisé- 
iiifiU  les  surfaces  de  genre  supérieur  à  un,  et  susceptibles  d'être  Irans- 
l'orniées  en  elles-mêmes  par  une  substitution  birationnelle  avec  un  para- 
mètre arbitraire;  pour  une  telle  surface,  toute  adjointe  d'ordre  (m —  4)  '^i 
coui)e  suivant  une  ou  plusieurs  courbes  mobiles  de  genre  un,  dont  le  mo- 
dule est  une  constante,  et  l'on  en  conclut  une  expression  générale  et  simple 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface. 

Nous  avons  recbercbé  ensuite  les  surfaces  admettant  an  groupe  coniinii 
de  transformations  birationnolles  en  elles-mêmes  sans  nous  occuper  du 
genre  de  la  surface.  Le  résultat  de  cette  rechercbc  est  contenu  dans  le 
lliéori-me  suivant  : 

Si  ujic  surface  a/gebriqar  admet  un  groupe  fini  de  transformations  biration- 
nelles  à  un  nombre  quelconque  de  paramètres,  deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

i"  Ou  bien  il  y  a  sur  la  surface  un  faisceau  de  courbes  algébriques  du  genre 
zéro  ou  un  ; 

2"  Ou  bien  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peuvent 
s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  de  deux  paramétres  u  et  c,  au  moyen 
de  l'inversion  de  deux  intégrales  de  différentielles  totales  attachées  à  la  sur- 
face, soit 

\    f  P  f/.r  -<-  Q  dy  =  «, 


(1) 


/■ 


y,  - 

P,  c/x-r-Q,d^ 


les  P  et  Q  étant  rationnelles  en  x,  y  et  :■. 

Les  surfaces  rentrant  dans  la  seconde  catégorie  méritaient  d'être  étudiées 
avec  quelques  détails;  elles  sont  vraiment  les  analogues  des  courbes  planes 
du  genre  zéro  et  1,  et  leur  étude  constitue  une  application  de  nos  résultats 
généraux  sur  les  intégrales  de  différentielles  totales.  Déjà  nous  avons  parlé 
plus  liant  du  cas  où  les  deux  intégrales  (t)  sont  de  première  espèce;  je 
veux  seulement  ajouter  ici  que  nous  montrons  comment  des  équations  (i) 
on  pourra  tirer  des  équations  donnant  les  numérateurs  et  le  dénominateur 
de  X,  Y,  :-  (numérateurs  et  dénominateur  qui  sont  des  fonctions  entières  de 
Il  et  v),  et  c'est  la  considération  de  certaines  intégrales  de  différentielles 
totales  de  seconde  espèce  qui  nous  conduit  à  ce  résultat. 

Dans  le  cas  où  les  deux  intégrales  (i)  ont  moins  de  quatre  périodes,  la 
surface  est  nécessairement  du  genre  zéro.  La  discussion  des  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter  peut  être  faite  complètement,  .l'indique  seulement 


(  -3  ) 
un  résultat  relatif,  au  cas  où  une  dos  intéjîralcs  (i)  est  de  preinièie  espèce  : 
les  cooidtHHH'es  de  la  surlaee  peuvent  alors  s'exprimer  en  fonction  ration- 
nelle irun  païamèlre  0,  d'un  paramètre  A  et  de  \  l\{  A  ).  |  !{(  A  )  étant  un  [>o- 
lynome  du  (|uatrii'me  de^'ré).  Le  type  d'une  l«dle  surface  est  fourni  par  les 
surfaces  ré;,'lées  du  ([ualrième  dciïré  avec  deux  droites  doubles  (|ui  ne  se 
rencontrent  pas. 

Je  me  suis  aussi  occupé  de  la  transformation  d'une  surface  eu  une  autre; 
j'ai  montré  comment  on  peut  reconnaître  si  deux  surfaces  de  genre  supé- 
rieur à  un  se  corresponilent  point  par  point,  et  j'ai  établi  notamment,  par 
deux  voies  dillerentes,  que  deux  surfaces  do  genre  supérieur  à  l'unité  ne 
peuvent  admettre  une  infinité  (lisconlinue  de  substitutions  birationnelles.  Je 
n'ai  pas  pu  traiter  les  mémos  questions  pour  les  siirlaces  do  genre  zéro 
et  un;  c'est  d'ailleurs  une  remarque  générale  ([lie,  pour  ces  dernières  sur- 
laces, beaucoup  de  problèmes  sont  pins  difficiles  ijue  j)oiir  les  surlaces  de 
genre  quelconque.  Nous  dirons  seulement,  au  sujet  île  la  correspondance 
de  ces  surfaces,  qu'une  condition  nécessaire  se  trouvera  exprimée  par  l'éga- 
lité du  nombre  des  cycles  à  une  et  deux  dimensions. 

J'ai  parlé  dans  un  autre  Chapitre  des  équations  dillerenlielles  de  la  foiino 


et  à  intégrale  générale  iiiiir<iriiie.  en  insistant  sur  le  cas  où  une  certaine 
transformation  biunilbrnie  de  la  sinraee.  (jui  joue  ici  un  rôle  essentiel,  est 
birationnelle.  Dans  ce  cas,  la  icclierclie  de  riiiléiiialo  est  immédiate,  quand 
le  genre  de  la  surface  est  supérieur  à  l'unité;  l'intégrale  générale  ne  peut 
être  qu'une  fonction  doublement  périodique  de  la  variable.  Ouan<l  le  a:onre 
de  la  surface  est  égal  à  l'unité,  sans  que  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque puissent  s'exprimer  uniformément  on  fonction  de  deux  paramètres 
au  moyen  de  l'inversion  d'intégrales  de  dilférentiolles  tolales,  l'intégrale 
générale  sera  encore  doublement  périodit|ue,  et  nous  montrons  comment 
on  pourra  l'obtenir.  Il  serait  trop  long  d'entrer  dans  pins  de  détails  à  ce 
sujet;  je  n'ai  voulu  qu'appeler  l'attention  sur  la  liaison  étroite  (in'accusent 
mes  recherches  entre  la  théorie  des  surfaces  et  certains  probli-mes  concer- 
nant les  é(|nations  dilTérentiellcs.  Il  on  serait  de  mémo  pour  ré(|uation  plus 
générale /{a:,  y,  v'.j")  =  o,  quand  les  points  critiques  sont  fixes.  Ainsi, 
par  exemple,  si,  pour  une  valeur  arbitraire  de  .r,  la  surface  ainsi  définie 
rentre  dans  la  classe  des  surfaces  abéliennes,  l'intégration  do  l'équation 
difTérentielle  se  ramènera  à  des  quadratures.  Si  elle  rentre  dans  le  second 
type  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  l'équation  se  raml'uera  à  une  équa- 
tion Ai"  Uiccati. 

I'.  10 
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IV.  —  Sur  des  fonctions  attachées  à  certaines  surfaces  algébriques; 
surfaces  diverses. 

La  notion  des  intégrales  de  différentielles  totales  peut  être  étendue: 
mais,  avant  de  parler  des  surfaces,  montrons  comment  on  peut  généraliser 
la  notion  des  intégrales  de  différentielles  algébriques  dans  la  théorie  des 
courbes  algébriques.  Nous  nous  sommes  proposé  de  trouver  les  fonctions  u 
du  point  analytique  (ar,  r),  uniformes  et  régulières  dans  le  voisinage  de 
tout  pointde  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  la  courbe  algébrique/, 
et  dont  toutes  les  déterminations  se  déduisent  d'une  seule  u  par  des  substi- 
tutions linéaires  Au  ■+-  B,  A  et  B  étant  des  constantes.  On  voit  que,  si  dans 
toutes  ces  substitutions  les  A  sont  égaux  à  l'unité,  la  fonction  u  sera  une 
intégrale  abélienne  attachée  à  la  courbe.  Le  problème  précédent  est  donc 
une  généralisation  du  problème  des  intégrales  abéliennes.  Nous  avons  spé- 
cialement considéré  le  cas  où  la  fonction  u  reste  toujours  finie.  La  forme 
des  fonctions  u  est,  dans  ce  cas,  facile  à  trouver;  elle  ne  contient  qu'un 
nombre  limité  de  paramètres  arbitraires.  Les  fonctions  u  peuvent  évidem- 
ment être  classées  en  trois  espèces,  et  l'on  peut  alors  développer  une  théorie 
qui  est  une  généralisation  facile  de  la  théorie  des  trois  espèces  d'intégrales 
abéliennes.  Un  problème,  à  ce  sujet,  présentait  un  certain  intérêt;  dans 
quels  cas  l'équation 

(i)  u{.r,y)=:u 

donnera-t-elle  pour  .r  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u.  Si  l'expression  u 
est  de  première  espèce,  la  courbe  devra  être  du  genre  un,  et  les  fonctions 
inverses  résultant  de(i)  sont,  ou  des  fonctions  doublement  périodiques, 
ou  des  fonctions  doublement  périodiques  de  la  combinaison  alogii-hb,  a 
et  b  étant  des  constantes.  Quand  l'expression  u  est  de  seconde  ou  de  troi- 
sième espèce,  la  courbe  est  unicursale;  œ  et  y  se  réduisent  à  des  fonctions 
rationnelles  de  u  ou  de  e"". 

Comment  le  problème  que  nous  venons  de  traiter  pour  les  courbes  algé- 
briques pourra-t-il  s'étendre  aux  surfaces?  Etant  donnée  une  surface 
/(■z,y,  s)  =  o,  les  fonctions  u  du  point  analytique  (x,/,  z-)  analogues  aux 
fonctions  du  point  (.r,  y)  que  nous  venons  d'étudier  pour  les  courbes  sa- 
tisferont aux  conditions  suivantes.  Quand  (:c,jK'  ^)  partant  d'un  po'mt  re- 
viendra à  ce  point  après  avoir  décrit  un  chemin  se  ramenant  à  un  cycle 
nul,  la  fonction  n'aura  pas  changé.  Si,  au  contraire,  le  chemin  se  ramène  à 
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un  cycle  linéaire  enVtlif  de  la  suilaie,  la  l'onclion  //  se  tiansformoia  en 
Ah -4-  B;  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions  de  premii-re  espèce.  J'ai 
donné  la  fornie  fjénérale  de  telles  fondions//.  (|ni  d'ailleurs  bien  évidem- 
ment n'existent  pas  pour  une  surface  arbitraire.  Leur  recliercbe,  quand 
elles  existent,  demande  des  calculs  assez  louifs,  mais  ne  présente  aucune 
difficulté  tliéori(|ue.  J'ai  (lév(dop[)é  (|uelques  considérations  sur  le  cas  où 
il  existerait  deux  expressions  //(.r,  v,  z)  et  «(r,  v,  z),  telles  que  les  é(|ua- 
lions 

V  (.r,  r,  ;)  =  r 

donnent  pour  a-,  i  et  ;  des  fondions  uniformes  de  //  et  c.  Citons  en  parti- 
culier ce  résultat,  généralisation  d'un  tbéorème  déjà  indiqué,  que  le  genre 
(le  la  surface  ne  peut  dans  ce  cas  dépasser  l'unilé;  de  j)lus,  la  surface  possède 
au  moins  une  intégrale  de  première  espèce. 

Je  parlerai  encore  d'un  ti-avail  (1)  qui  se  rapporte  d'une  manière  moins 
spéciale  à  la  tbéorie  des  surfaces  ali,'ébriques,  et  qui  est  une  a|)plication 
de  la  tbéorie  des  complexes  linéaires  à  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes 
gaucbes.  J'ai  étudié,  après  M.  Apjjeil,  les  courbes  dont  les  tangentes  ap- 
partiennent à  un  complexe  linéaire;  ces  courbes  possèdent  un  certain 
nombre  de  points  remarquables  où  le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe 
est  du  second  ordre.  Je  recliercbe  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinase 

o 

de  ces  points.  Passant  ensuite  aux  courbes  unicursales,  je  donne  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  plane  unicui'sale 
puisse  être  considérée  comme  la  projection  d'une  courbe  gauche  unicursalc 
dont  les  tangentes  font  partie  d'un  complexe  linéaire  ayant  son  axe  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  plane  :  ces  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes sont  que  la  courbe  plane,  supposée  d'ordre  m,  ait  m  points  d'in- 
flexion à  l'infini.  De  ce  théorème  nous  déduisons  qu'une  courbe  gauche 
unicursalc  d'ordre  m,  sans  point  multiple,  dont  les  tangentes  font  partie 
d'un  complexe  linéaire,  possède  2(/n  —  "i) points  où  la  tangente  a  avec  elle 
un  contact  de  second  ordre. 

J'ai  étudié  aussi  les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  ap|)artiennent 
à  un  complexe  linéaire.  Sur  chaque  génératrice  d'une  telle  surlace,  il  y  a 
deux  points  pour  lesquels  le  plan  tangent  à  la  surface  coïncide  avec  le  plan 
correspondant  dans  le  complexe;  le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  forme  sur 
la  surface  une  courbe  dont  les  tangentes  appartiennent  au  complexe,  et  qui 
est  une  ligne  asymptoti(|ue  de  la  surface.  Quand  la  surface  réglée  est  algé- 
brique, cette  courbe  est  algébrique  et  son  degré  est  égal  à  la  classe  d'une 
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soclion  plane  (|iu'lcoii(|iio  do  la  surface,  .lai  a|)pli(|iie  ces  lésultat.s  à  cer- 
taines surfaces  ré^tlées  luiiciirsales.  Pour  la  surlace  gauche  du  troisième 
ordre,  on  obtient  ainsi  immédiatement  les  lignes  asymptoti(|ues,  détermi- 
nées analytiquenient  par  Clehsch  :  ce  sont  des  courbes  gauches  unicursales 
(lu  quatrième  ordre,  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  li- 
néaire, el  chacune  de  ces  lignes  possède  deux  points  où  le  contact  de  la 
tangente  avec  la  courbe  est  du  second  ordre.  Signalons  encore  les  surfaces 
du  (juatrième  ordre  ayant  pour  courbe  double  une  cubique  gauche:  parmi 
les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface  se  trouve  une  courbe  gauche  du 
sixième  ordre  et  de  iirenre  un. 

Lu  autre  travail  (77  )  se  rapporte  au  problème  suivant  :  Quelles  sont  les 
surftices  algébriques  dont  toutes  les  sections  planes  sont  unicursales?  Tout 
d'abord  s'offre  la  classe  des  surfaces  réglées  unicursales,  c'est-à-dire  des 
surfaces  réglées  définies  par  les  équations 

X  ^az  +  p,  y  =1  bz  +  q, 

où  a,  h,  p,  q  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 

En  dehors  de  cette  classe  de  surfaces  on  aperçoit  une  surface  remar- 
quable du  quatrième  ordre  découverte  par  Steiner.  On  sait  que  cette  sur- 
face possède  un  point  triple  d'où  partent  trois  droites  doubles  :  toutes  ses 
sections  planes  sont  donc  des  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre. 

La  réponse  à  la  question  posée  est  assez  curieuse  :  La  surface  de  Steiner 
est  la  seule  surface  dont  toutes  les  sections  planes  sont  unicursales,  en  dehors 
des  surfaces  res;lees  unicursales. 
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